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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В содержании известных книг по технической кибернетике [0.2, 

0.6, 0.7, 0.9, 0.11] имеются значительные различия. Это естественно, 

поскольку современная кибернетика возникла недавно и ее разделы 

не получили общепризнанных границ. Однако бесспорно то, что 

кибернетика — наука об управлении динамическими системами. По- 

этому в техническую кибернетику должна входить теория автома- 

тического управления. Принимая это положение, авторы рассмат- 

ривают регулирование, теория которого развивалась в течение мно- 

гих десятилетий, как частный случай управления, хотя существует 

и другое понимание различия между управлением и регулированием 

[0.3]. Вместе с тем в технической кибернетике. должна быть изло- 
жена применительно к автоматическому управлению теория инфор- 

мации, так как без информации не может быть управления. 

Таким образом, содержание предлагаемой книги в основном 

определяется соединением теорни информации с теорией автомати- 

ческого управления. Это оставляет, однако, широкие возможности 

для того или иного выбора излагаемого материала. Составляя учеб- 
ное пособие для студентов, изучающих автоматику, имелось в виду 

наличис дисциплин, в которых рассматривается синтез автомати- 

ческих систем. Поэтому здесь ограничились изложением основных 

сведений и понятий, нисобходимых для анализа и синтеза автомати- 

ческих систем, после чего уделили внимание лишь анализу. При 

этом отдавалось предпочтение новейшим и наиболее эффективным 
методам решения рассматриваемых задач. 

При всех ‚указанных ограничениях круг вопросов, затронутых 

в книге, все же довольно обширен. По каждому такому вопросу 

в книге дан лишь самый: необходимый для учебного пособия мате- 

риал. В выборе этого материала, конечно, сказались взгляды и опыт 

авторов. 

Для расширения и углубления своих знаний читатели книги 

могут обратиться к литературе, указанной по главам, а также к особо 

рекомендуемым руководствам [0.1, 0.4, 0.5, 0.8, 0.10, 0.12, 0.13]. Изу- 

чая указанную литературу, можно, в частности, ‘критически оценить 

некоторые новые методы, изложенные в этой книге. ` 

Авторы работали над всей книгой совместно. В основном же 

гл. |, § 2.1, 2.4, 2.6, 3.2, 4.44.6, 5.1, 5.3, 6.1—6.4, 6.6, 7.1—7.5, 7.7, 

1.8, 8.1 и 8.2 написаны P, А. Сапожниковым; § 2.2, 2.3, 4.1 и 5.2 — 
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ГЛАВА 1 

ВВЕДЕНИЕ В КИБЕРНЕТИКУ 

$ 1.1. ПРЕДМЕТ И ИСТОРИЯ КИБЕРНЕТИКИ 

В природе, в обществе и в технике — повсюду наблю- 
даются системы, состоящие из так или иначе связанных 
между собой элементов или составных частей, обусловли- 
вающих существование и действие каждой системы. Таковы 
Солнечная система, живой организм, промышленное пред- 
приятие, любое транспортное средство и т. д. Каждая 
такая система существует, пока сохраняет свое единство, 
но ее состояние всегда находится в процессе изменения. 
Состояние Солнечной системы, например, изменяется 
вследствие движения составляющих ве тел. Катер, иду- 
щий по волнам, также представляет собой систему, все 
части которой: корпус, двигатель, винт, руль ит. д., — 
обеспечивают ее сохранение в плавании и выполнение 
ее назначения — движения по требуемому курсу. Состоя- 
ние катера при этом все время изменяется. Состояние вся- 
кой системы определяется или описывается с помощью 
характеризующих его величин, рассматриваемых в функ- 
ции времейи. Для катера, например, такими величинами 
будут скорость его движения по курсу, а также угловые 
и линейные перемещения, обусловленные качкой, и про- 
изводные этих перемещений по времени. На примере 
катера видно, что состояние системы может изменяться 
под влиянием испытываемых ею действий. Здесь, с одной 
стороны, имеются возмущающие воздействия в виде ветра 
и волн, а с другой — управляющие воздействия, которые 
производит управляющий катером человек, пользуясь руле- 
вым устройством и регулируя работу двигателя. ` Измене- 
ние состояния всякой системы изучают, рассматривая 
характеризующие ее величинь и их производные в функ- 
ции времени и воздействующих на нее факторов. Какова 
бы .ни была природа таких величин и факторов, установ- 
ление их связи во времени представляет собой задачу, 
вполне аналогичную тем, которые решаются в динамике. 
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Поэтому рассматриваемые в таком аспекте системы назы- 
вают динамическими. Состояние динамической системы 
определяется взаимосвязью характеризующих ее и воздей- 
ствующих на нее величин и их производных по времени. 

Воздействия, влияющие на динамическую систему, 
могут иметь установившийся на длительное время харак“ 
тер, при котором возникающие в системе изменения пери- 
одически повторяются, как это происходит в Солнечной 
системе. В других случаях эти воздействия появляются 
эпизодически или же имеют случайный характер и вызы- 
вают неожиданные изменения. В первом случае имеет 
место установившийся режим или установившийся процесс 
изменения состояния системы, во втором — переходный 
режим или переходный процесс. Катер, идущий с посто- 
янной скоростью по неизменяемому курсу при штиле, 
находится в установившемся режиме, проходя одинако- 
вые расстояния за одинаковые отрезки времени; при нали- 
чии же ветрового волнения он не выходит из переходного 
режима. 

Возмущающие воздействия могут нарушать действие 
системы и угрожать се существованию. Так, волны и ветер 
могут не только замедлять движение катера и сбивать 
его с курса, но и опрокинуть его. В таких условиях 
система может сохранить свое существование или свои 
функции, лишь приспосабливаясь к возмущающим воздей- 
ствиям. А это достигается благодаря управляющим воз- 
действиям. Человек, управляющий катером, действует так, 
чтобы плавание продолжалось по заданному курсу, не- 
смотря на ветер и волны. 

Таким образом, управление обеспечивает целенаправ- 
ленное приспособление системы к возмущающим воздей- 
ствиям. Это осуществляет каждый живой организм, являю- 
щийся системой, которая обладает регулирующими орга- 
нами, позволяющими сохранять жизнеспособность в раз- 
личных условиях внешней среды. Достаточно указать 
на то, что температура тела теплокровных организмов 
колеблется в одних и тех же узких пределах при значи- 
тельных изменениях температуры окружающей среды, так 
как это необходимо, чтобы организм не разрушался. 
Живой организм управляет своими движениями и многими 
другими функциями. Для этого служат управляющие 
системы, которыми он обладает. Ни один живой организм 
He-Mor бы существовать без таких управляющих систем. 
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Их расстройство приводит к различным заболеваниям 
и к гибели живых существ. 

Чем сложнее задача приспособления к окружающим 
условиям и воздействиям, тем сложнее должно быть 
устройство динамической системы. Но каковы бы ни были 
эти системы, процессы управления ими подчиняются неко- 
торым общим закономерностям и характеризуются сходными 
явлениями. Эти закономерности и явления изучает кибер- 
нетика — наука об управлении динамическими системами. 

Кибернетика изучает процессы управления и системы, 
в которых эти процессы осуществляются. Первоначально 
греческое слово хоВерутлих, означало кораблевождение, 
т. е. науку об управлении кораблем, но еще в древности 
этим словом стали называть искусство управления 
вообще [1.1]. Мысль о значении и необходимости изуче- 
ния проблемы управления находила признание неодно- 
кратно. А. М. Ампер предложил назвать кибернетикой 
науку об управлении обществом, которая, как он полагал, 
должна появиться и которой он дал место в своей клас- 
сификации нзук [1.1]. 

Современная кибернетика. находит и исследует законо- 
мерности, общие для всех процессов управления, в какой 
бы области они ни протекали. Она получила развитие 
с того времени, когда было обращено внимание на общность 
проблем, относящихся к управлению машинами и живыми 
организмами. Такие проблемы стала изучать с 1942 г. 
небольшая группа ученых, образовавшаяся вокруг амери- 
канского математика Норберта Винера и мексиканского 
физиолога Артуро Розенблюта [1.9]. Впоследствии с той 
же точки зрения начали рассматривать социально-эконо- 
мические проблемы управления и было обнаружено, как 
заметил известный английский кибернетик Уильям Росс 
Эшби, много «интересных и многообещающих параллелей 
между машиной, мозгом и обществом» [1.11]. «Киберне- 
тика стала наукой об общих принципах управления и 
о применении их в технике, в человеческом обществе 
и в живых организмах», — так определил ее содержание 
академик А. И. Берг, возглавивший кибернетическое 
направление научных исследований в CCCP [1.16]. 
Известны примеры успешного применения кибернетической 
теории в указанных областях. 

Первое гистематическое изложение идей этой науки 
дал Винер в изданной в 1948 г. книге, название которой 
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указывает, что кибернетика изучает управление и связь 
в живых организмах и в машинах [1.4]. В этой книге 
Винер впервые определил содержание и задачи новой 
науки и предложил ее назвать кибернетикой. Поэтому 
общепризнано, что эта наука начала свое существование 
в 1948 г., а Винер является ее основателем. Действи- 
тельно, быстрое развитие кибернетики началось после 
появления книги Винера. Его заслуга состоит в том, что 
он подметил возникновение новой науки, дал ей имя, 
сформулировал ее задачи и сделал значительный вклад 
в разработку некоторых ее разделов. 

$ 1.2 ЭНТРОПИЯ 

Всякий процесс управления должен быть целенаправ- 
ленным. У. Р. Эшби сказал, что кибернетика — «наука 
о том, как вадо управлять очень сложной системой, чтобы 
в итоге она вела себя желательным для нас образом» [1.10]. 
В процессах управления, осуществляемых человеком, тре- 
буемое поведение управляемых систем определяется созна- 
тельно намеченными целями. В процессах управления 
живыми организмами, существующими в природе, обеспе- 
чивается поведение управляемых систем, определяемое 
условиями сохранения и развития организма или вида. 

Конкретное выражение «желательного» поведения может 
быть весьма различным для различных объектов. Есть, 
однако, нечто общее во всех случаях управления, где бы 
и как бы оно ни происходило. Это общее состоит в том, 
что всякий процесс управления вносит в управляемый 
объект порядок или организованность, упорядоченность 
и придает смысл его действиям. В связи с этим возни- 
кает задача количественного выражения упорядоченнчости 
или неупорядоченности управляемых объектов. Чтобы 
решать такую задачу, необходимо прежде всего выделить 
совокупность признаков, по которым определяется состо- 
яние упорядоченности рассматриваемого объекта. Это состо- 
яние может быть различным по разным признакам. Напри- 
мер, упорядоченность библиотеки по топографическому 
признаку будет совершенной, когда все книги находятся 
на своих местах, но в то же время эта библиотека может 
быть очень неупорядоченной по признаку полноценности, 
если книги попорчены и в них не хватает страниц. 
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Предположим, что интересующий нас признак, опреде- 
ляющий состояние некоторого объекта, выбран. Пусть 
п — число равновероятных состояний, в которых по этому 
признаку может находиться объект. Например, полка книг, 
на которой поддерживается порядок, по топографическому 
признаку может находиться лишь в одном состоянии; если 
же порядок не поддерживается, то в пределе число ее 
состояний равно числу перестановок всех книг. В этом 
примере п может изменяться от 1 до В!, если В — коли- 
чество книг на полке. Это может быть очень большое 
число, которое поэтому неудобно для количественной 
оценки состояния объекта. Составим меру неупорядочен- 
ности, т. е. количественное выражение неупорядоченности 
объекта, как некоторую функцию Ё(п) возможного числа 
его равновероятных состояний по выбранному признаку. 
Потребуем, чтобы функция F(n) удовлетворяла следую- 
щим условиям: 

1) (1) =0 — неупорядоченность вполне упорядочен- 
ного объекта, находящегося в единственно возможном 
состоянии, равна нулю; 

2) Е(п.) >Е(п), если ne > ти — неупорядоченность 
монотонно возрастает с увеличением числа возможных 
состояний объекта; 

3) Е (пп?) =Е(п) + Е (ng) — неупорядоченность объекта 
равна сумме неупорядоченностей его частей, так как при 
и возможных состояниях одной из двух частей объекта 
и п. — другой число его возможных состояний равно MN. 

Этим условиям, очевидно, удовлетворяет логарифм чис- 
ла п, и можно доказать, что им не удовлетворяет никакая 
другая функция от п [1.14]. Логарифмическая мера не- 
упорядоченности применима ко всем объектам, неупорядо- 
ченность которых по выбранному признаку не зависит 
от способа соединения и взаимодействия их частей [1.24]. 
В противном случае третье из перечисленных условий 
не имеет места [1.18.]. 

Не рассматривая здесь подобные случаи и применяя 
натуральный логарифм. напишем выражение меры неу- 
порядоченности в виде 

$ —Апи, (1.1) 

где Р-— постоянный коэффициент, определяемый выбором 
единиц измерения неупорядоченности.



Величину $, численно выражающую неупорядоченность 
рассматриваемого объекта по некоторому признаку, назо- 
вем его энтропией по этому признаку. Энтропия харак- 
теризует общее состояние объекта, с которым может сов- 
падать п конкретных его состояний. Общее состояние 
определяется именно тем, что оно допускает п конкретных 
состояний. Может быть известно число п, можем знать 
энтропию как функцию этого числа, но нет возможности 
узнать, какое из п состояний имеет место, т. е. отличить 
эти состояния друг от друга [1.12]. Поэтому энтропия 
является мерой нашего незнания. Ее называют также 
мерой неупорядоченности, употребляя слово мера в смысле 
количественного выражения. 

Энтропия растет с увеличением числа п возможных 
равновероятных состояний объекта, когда упорядочен- 
ность объекта уменьшается. Поэтому упорядоченность 
будет возрастать с увеличением '/. Из предыдущего 
выражения имеем: | 

—S=kin-. (1.2.) 
\ 

Отсюда следует, что с возрастанием упорядоченности 
объекта увеличивается отрицательная энтропия или негэн- 
тропия (негативная энтропия): 

N—S, (1.3.) 

которая является, следовательно, мерой упорядоченности 
[1.3]. 

Поскольку все рассматриваемые состояния системы, 
число которых PaBHO.N, равновероятны, вероятность каж- 
foro из них 

Р=—. (1.4) 
п 

Это позволяет выразить энтропию и негэнтропию через 
вероятность P: 

S —= — АПР, (1.5) 

N=k шР. (1.6) 

В более общем случае возможные состояния системы 
не являются равновероятными, а характеризуются вероят- 
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ностями Р; (1=1, 2, ..., п), причем 

УР, =I. (1.7) 
i= | 

В большом числе т реализаций этих состояний каждое 
из них будет иметь место тР; раз (здесь предполагается, 
что тР;—целое или округленное до целого число). Рас- 
сматривая совокупность тР; равновероятных реализаций 
[-го состояния, находим, согласно (1.1), что энтропия 
этой совокупности равна -- kmP,I|n P,. | 

Энтропия же всех т реализаций должна быть равна 
сумме энтропий, получаемых из последнего выражения 
при 1 =1, 2, ..., n. 

Деля такую сумму` на т, найдем, что энтропия рассма- 
триваемой системы 

S=—kY) P, in P;, , . (1.8) 

=] 

а негэнтропия 

N =k P;InP;. (1.9) 
i=l 

Формулы (1.5.) и (1.6) получаются, если Р;=Р, 
и поэтому 

у P;\nP; =nP InP, 
i= | 

где согласно (1.4) пР =1. Формула (1.1) выражает Ma- 
ксимальное значение энтропии (1.8); когда все возможные 
состояния системы равновероятны, она наиболее неупо- 
рядоченна, а следовательно, ее энтропия должна иметь 
наибольшее значение. 

Полагая | 

k= logge д 1,443, (1.10) 

имеем из (1.1) 

S = log. n, (1.11) 

а из (1.8) 

S == — УР; logy Ра. (1.12) 

i=l 
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Энтропия, вычисляемая по-(1.11)', равна единице при 
п—=2, т. е. в том случае, когда объект может находить- 
ся в одном из двух равновероятных состояний. Такая 
единица называется двоичной единицей и обозначается 
сокращенно дв. ед. Другие названия двоичной единицы 
«бит» и «бинит» (от английского binery digit— двоичный 
разряд *). Энтропия, выраженная в двоичных единицах, 
безразмерна. 

Из выражений энтропии (1.1), (1.8) и (1.12) следует, 
что эта величина всегда положительна. Поэтому негэнтро- 
пия, в силу (1.3), всегда отрицательна, имея наибольшее 
значение, равное нулю, как получается из (1.6) при 
Р =1. Таким образом, всегда имеют место условия: 
S>0,N<0. 

Любое состояние каждого из рассматриваемых объек- 
тов характеризуется по выбранному признаку некоторой 
неупорядоченностью и некоторой —’упорядоченностью. 
Энтропия S является мерой неупорядоченности, а мерой 
упорядоченности служит негэнтропия (1.3). Если энтро- 
пия уменьшается, т. е. получает отрицательное прира- 
щение, то негэнтропия получает такое же по абсолютному 
значению положительное приращение, т. е. увеличивается. 
Это означает, что упорядоченность объекта увеличи- 
вается, а неупорядоченность уменьшается. Можно, следо- 
вательно, улучшать упорядоченность объекта, воздействуя 
на него так, чтобы его негэнтропия увеличивалась, или, 
как еще говорят, питая его негэнтропией [1.3]. При этом 
энтропия объекта будет уменьшаться или, по крайней 
мере, не будет возрастать. 

Можно сказать, следовательно, что задачей управле- 
ния является борьба с неупорядоченностью управляемой 
системы посредством ‘введения в эту систему негэнтропии. 
Тем самым управление борется с существующей в не- 
управляемой природе тенденцией к разрушению органи- 
зованного, к возрастанию дезорганизованности или не- 
упорядоченности [1.8]. В этом состоит основная задача 
кибернетики [1.13]. На несколько десятилетий раньше ее 
предвосхитил известный русский физик Н. А. Умов. Еще 
в 1900 г. он писал: «Вероятный исход всякого естествен- 
ного процесса в природе определяется уничтожением 

1 Эшби называет ес «разнообразием» [1.11]. 
2 По-немецки—]а — Nein Einheit — «да—нет» единица.



стройных движений. Возникновение в природе стройного 
движения будет поэтому событием невероятным, но там, 
где происходят миллиарды событий, невероятное не есть 
невозможное... Организованная материя призвана созда- 
вать в природе невероятные состояния, хотя на жизни 
отдельного индивидуума отражается властвующий в при- 
роде закон разрушения стройных движений» [1.2]. В борьбе 
с неорганизованной природой, указывал Умов, чело- 
век «вводит в круг своих стройностей растительное 
и животное царство, в своих орудиях и машинах распро- 
страняет эти стройности на неорганизованную материю 
и борется во имя этих стройностей со случайным распо- 
рядком событий в природе» [1.2]. 

К тем же мыслям вновь пришел Л. Бриллюэн, ука- 
завший, что «научные законы дают нам способ предска- 
зания, с помощью которого мы имеем возможность созда- 
вать системы с высокой негэнтропией... Каждое из этих 
устройств представляет собой чрезвычайно маловероятную 
структуру, которая не можетосуществиться в природе» [1.18]. 
В природе, как правило, происходит лишь то, что допус- 
кает упомянутая тенденция, выражаемая вторым законом 
термодинамики (принципом Карно), согласно которому 
имеет место возрастание энтропии и убывание негэнтро- 
пии, происходящее параллельно с разрушением органи- 
зованных структур, стремящихся к наиболее вероятному, 
хаотическому состоянию. 

Процесс возрастания энтропии, рассматриваемый 
в термодинамике, в обычных условиях, необрагим. Но это 
статистический процесс, он характеризует изменение макро- 
состояния сложных систем, зависящего OT множества 
микросостояний, существующих на молекулярном уровне, 
где все процессы обратимы [1.26]. Если же система явля- 
ется открытой, т. е. находится в состоянии обмена 
с окружающей средой, то ее энтропия может не возрас- 
тать, а даже уменьшаться. 

Одним из примеров местного нарушения второго закона 
термодинамики служит образование пары электрон — пози- 
трон из фотона тепловой радиации, т. е. превращение 
рассеянной тепловой энергии в энергию более ценного 
вида. При некоторых условиях могут существовать и мак- 
роскопические области убывания физической энтропии. 

Открытыми являются все системы, воспринимающие 
любые внешние воздействия. Таковы, в частности, само- 
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настраивающиеся и самоорганизующиеся системы, кото- 
рые будут рассматриваться в гл. IX. 

Явления противодействия возрастанию энтропии или 
даже уменьшения ее имеют место в органическом мире, 
на что тоже указывал Умов [1.2]. Живой организм все 
время борется c возрастанием своей энтропии. Прекра- 
щение этой борьбы означает смерть, когда энтропия орга- 
низма достигает наибольшего значения. Кибернетика изу- 
чает явления и. законы убывания энтропии в природе 
[1.8] для их практического применения., 

Энтропия, изучаемая в термодинамике и называемая 
далее физической, — частный случай рассмотренной выше 
энтропии в широком смысле, являющейся мерой любой 
неупорядоченности [1.5]. Когда какая-либо система полу- 
чает некоторое количество тепла AQ, ее физическая энтро- 
пия увеличивается на 

__ AQ AS =. (1.13) 

Таким образом, физическая энтропия имеет размерность 
энергии, деленной на температуру. При этом температура 
системы Также увеличивается, а` это всегда сопровож- 
дается, во-первых, возрастанием интенсивности теплового 
движения, во-вторых, увеличением мощности теплового 
излучения. Первое увеличивает неупорядоченность сис- 
темы, приближает ее к хаотическому состоянию, второе 
означает рассеяние или обесценение (деградацию) энер- 
гии системы. Поэтому физическая энтропия служит 
не только мерой неупорядоченности, но и мерой обесце- 
‘нения энергии. 

В применении к физической энтропии выражение (1.1) 
лредставляет собой формулу Больцмана—Планка, в. кото- 
рой ип— статистический вес; ^—постоянная Больцмана: 

k= 1,38. 10 дж/град. 

Статистический вес определяется числом возможных 
микросостояний системы, зависящих от положений и ско- 
ростей всех ее атомов, квантовых состояний этих атомов 
и молекулярных структур H T. п. 

Пример. Какова энтропия состояния некоторого пункта по при- 
знаку осадков, если выпадение их ожидается с вероятностью 0,5? 

Вероятность того, что осадков He будет, тоже равна 0,5, т. е. 
возможны два равновероятных состояния. Поэтому искомая энтро- 
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ПИЯ 

J | 
S=— 2 5 logs z=! дв. ед. 

Этот пример наглядно показывает, что энтропия является мерой 
нашего незнания. В действительности в’ рассматриваемом пункте 
осадки либо выпадут, либо нет, так что состояние его будет 
вполне определенным. Но это состояние представляется неопреде- 
ленным, так как известные нам вероятности обоих возможных 
событий меньше единицы. Найденная энтропия и характеризует 
эту неопределенность, обусловленную неточностью наших знаний, 

$ 1.3. ИНФОРМАЦИЯ 

Успешное управление осуществимо лишь при наличии 
достаточных знаний о свойствах управляемого объекта. 
Источники этих знаний — прежде всего наблюдения и опыт. 
Пусть происходит исследование какого-либо объекта. 
Ограниченность знаний заставляет допускать (см. § 1.2), 
что этот объект может находиться в некотором числе пи 
равновероятных состояний. Наблюдения и опыты дают 
сведения, на основании которых определяем новое число 
возможных равновероятных состояний объекта, равное п. 
В действитгльности в каждый момент времени объект 
находится в каком-то одном состоянии. Если бы наблю- 
датель определил, какое это состояние, то в результате 
опыта он положил бы n=1. Но исход опыта обычно 
характеризуется некоторой неопределенностью, из-за кото- 
рой n >I, т. е. наблюдатель может установить лишь 
то, что объект находится в одном из п состояний. Это 
связано с воздействием средств испытания на объект, 
и там, где этим воздействием нельзя пренебречь, необхо- 
димо учитывать обусловленную им неопределенность 
результатов испытаний. В частности, в физических экспе- 
риментах это определяется принципом неопределенности 
Гейзенберга. Кроме того, испытания и измерения всегда 
сопровождаются систематическими и случайными ошиб- 
ками, также приводящими к некоторой неопределенности 
результата. Эта неопределенность может быть еще след- 
ствием быстро происходящих изменений объекта наблю- 
дения и заметно сказывающихся в течение времени испы- 
таний. Во многих случаях она бывает обусловлена поме- 
хами. Неопределенность возникает также вследствие вы- 
борочного способа испытаний, когда без этого способа 
нельзя обойтись. Наконец, неопределенность наблюдае- 
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мого состояния объекта зависит от его неупорядоченно- 
сти: чем больше неупорядоченность, тем больше число 
возможных состояний и т6ём труднее определить, какое 
из них фактически имеется [1.24, 1.27]. 

Неопределенность результата испытаний означает не- 
упорядоченность нашего представления о их объекте. 
В силу перечисленных причин эта неупорядоченность 
больше неупорядоченности объекта. 

Если сведения, полученные об объекте исследования, 
содержат какие-либо новые данные, то представление 
о нем уточняется и 

п < п. (1.14) 

Если в этих сведениях нет ничего нового, то 

П == По. (1.15) 

Если же полученные сведения противоречивы и делают 
наше представление об объекте менее ясным, то 

п >И, (1.16) 

Когда имеет место соотношение (1.14), знания об объ- 
екте исследования увеличиваются. Это увеличение может 
быть различным, в одних случаях оно больше, в других 
меньше. 

Слова «больше» и «меньше» недостаточны, чтобы оце- 
нить прирост знаний наблюдателя. Для этого необходимо 
иметь количественное выражение прироста’ знаний. Такое 
выражение можег быть получено из соображений, анало- 
гичных тем, которые привели нас к выражению энтро- 
пии [1.21]. Но имея последнее, можно воспользоваться 
им для решения стоящей задачи. Действительно, рассмат- 
ривая энтропию как меру незнания (см. § 1.2), следует 
оценить прирост знаний, получаемый при условии (1.14), 
разностью энтропий, вычисленных по числам состояний 
flo И п, или, что то же, разностью негэнтропий, вычис- 
ленных по числам Пи по. По (1.1) энтропия имеег при 
этом, соответственно, значения 

Sok In ho; 

9 —= № Inn. 

Следовательно, прирост знаний определяется положитель- 

ной величиной 

(1.17) 

[=S,—S, 555, (1.18) 
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откуда 

[=kin“, n<no. (1.19) 

При условии (1.16) прирост знаний определяется отри- 
цательной величиной 

р— 5—5, SoS, (1.20) 

показывающей, что знания уменьшились. Отсюда 

n 
D=kla~, N= No. (1.21) 

Величины Ги D называют, соответственно, информа- 
цией и дезинформацией [1.24]. Они подчиняются условиям: 

[—=0, 

D<0. 

По (1.19) при каждом значении и, наблюдагель полу- 
чает наибольшую информацию, если 

п=1. (1.22) 
‘ 

Смысл этого ясен: представление наблюдателя об объекте 
становится в таком случае вполне определенным. 

Принимая в (1.19) и (1.21) значение k по (1.10), 
получаем: 

| =log,, n<no, (1.23) 

D=log. =, nny. (1.24) 

Информация, вычисленная по (1.23), равна единице, если 

По __ 
р =2. (1.25) 

Это значит, что информация, получаемая об объекте, 
вдвое уменьшает предполагавшееся возможным число его 
состояний. 

Формулы (1.23) и (1.24) становятся удобнее для при- 
менения, если вместо чисел возможных состояний п, и п 
ввести априорные и аспостериорные вероятности Py u Р 
этих состояний.Положим, что все п состояний равнове- 
роятны, так же как равновероятны все и, состояний.



Тогда, принимая во внимание (1.4) и полагая аналогично 

| 
о — No ’ (1.26) 

из (1.23) и (1.24) получаем: 

= log: 7, P= Py, (1.27) 

D=log: 5-, P<Po. (1.28) 

По (1.27) при Р, =соп$ информация получает наи- 
большее значение 

[ == — log, Po, (1.29) 

если 

Р=|. (1.30) 

Согласно (1.4) это означает выполнение условия (1.22). 
При этом информация равна единице, если Рь = 1/2, т. е. 
выясняется наличие одного из двух возможных равнове- 
роятных состояний. 

Важно заметить, что вероятность Р может быть меньше 
единицы по уже упомянутым причинам, вследствие кото- 
рых больше единицы число п, получаемое по данным 
опыта, в частности, из-за помех при передаче и приеме 
информации. Помехи, называемые также шумами, со- 
гласно (1.19), (1.23) и (1.27) приводят к уменьшению 
получаемой информации или к ее потере. А потеря. 
информации ведет, по (1.18), к увеличению энтропии, 
определяющей незнание, чем бы эта потеря ни была вы-. 
звана. | | 

Если рассматриваемые п состояний системы характе- 
ризуются различными вероятностями Po; и P; (1=1,2,..., 
По,..., И), TO, вычисляя информацию по (1.18), следует 
выражать энтропию $ по (1.8) или (1.12) и получать 
аналогично 

S=—» Po; logs Poi. (1.31) 
i= | 

В этом общем случае из (1.18) получим [1.24]: 

[= У P; юр: — У Po; loge Poj- (1.32) 

i=l i= |



Если 5.< 5, то правая часть последнего выражения 
отрицательна, т. е. получаем не информацию, а дезинфор- 
мацию D. ‘ 

Если S=0O, из (1.18) следует, что 

1—5, (1.33) 
Это согласуется с определением Больцмана, по кото- 

рому энтропия есть мера недостатка информации. Такой 
недостаток означает, что возможно некоторое разнообра- 
зие ‘состояний объекта, отличающихся по выбранному 
признаку. Эти состояния, как было выяснено в $ 1.2, нет 
возможности отличить одно от другого. 

1 | 

! | 
м бя 9 59 

Рис. 1.1. Связь энтропии, негэнтропии, информа- 
ции и дезинформации 

На рис. 1.1. показана энтропийная ось, на положи- 
тельной полуоси которой отложены значения энтропии, 
а на отрицательной — негэнтропии. Каждой точке положи- 
тельной полуоси соответствует, согласно (1.3), находящаяся 
на таком же расстоянии от нуля точка отрицательной 
полуоси; первая характеризует неупорядоченность, вто- 
рая — упорядоченность рассматриваемой системы. Если 

S — ©] < So, 

то полученная информация 

[= $0 — Sy =, — No. ~ (1.34) 

Если же 

S = Ss>So; ` 

то полученная дезинформация 

D= So — Sy= М — No. 

Если энтропия получает отрицательное приращение, т. е. 
уменьшается, то ‘негэнтропия получает такое же положи- 

тельное приращение т. е. увеличивается, и наоборот. 
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Можно воздействовать на объект, изменяя его упорядо- 
ченность или неупорядоченность, но неупорядоченность в 
первом случае и упорядоченность во втором изменяются 
в соответствии с этим соотношением. 

На место человека, наблюдающего некоторый объект 
и воздействующего на него, может быть поставлен авто- 
матический прибор, исполняющий те же действия и опре- 
деляющий энтропию объекта по тому же признаку, какой 
рассматривает человек. Поэтому далее будем говорить о 
связанном с объектом операторе, которым может быть 
либо человек, либо прибор. 

Неупорядоченность представлений оператора зависит, 
с одной стороны, от него самого, а с другой, — от объ- 
екта. Следовательно, это неупорядоченность системы, со- 
стоящей из оператора и объекта его наблюдения. 

После получения информации / энтропия системы опе- 
ратор — объект уменьшается по (1.18) до 

$= 5 — [. (1.35) 

Это означает, с одной стороны, что представление опера- 
тора об объекте становится более упорядоченным. С дру- 
гой стороны, это показывает, что информация действует 
так же, как негэнтропия, уменьшая энтропию системы 
оператор — объект. Негэнтропия № и информация / оди- 
наково уменьшают энтропию, если 

= М, (1.36) 

но информация для этого вводится со знаком минус, а 
негэнтропия — со знаком плюс. 

До сих пор рассматривался процесс получения инфор- 
мации. Предположим теперь, что имеется объект, состоя- 
ние которого по некоторому признаку характеризуется 
энтропией So. Если обладать знаниями свойств объекта, 
позволяющими упорядочить его состояние по тому же 
признаку, и эти знания выражать количественно инфор- 
мацией /, то возможно уменьшить энтропию рассматри- 
ваемого объекта по тому же признаку до $ по формуле 
(1.35). Пусть о некотором объекте известно, что его энтро- 
MMA равна Sy. Знание свойств объекта и законов, KOTO- 
рым подчинены происходящие в нем явления, позволяет 
предвидеть, что по прошествии времени Ё энтропия объ- 
екта достигнет значения $, > S;. Количество информации 
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в этом предвидении, по (1.18), 

[11—53 — 91. (1.37) 

Далее положим, что совокупность научных знаний, 
находящихся в нашем распоряжении, позволяет найти и 
осуществить способы воздействия на объект, в резуль- 
тате применения которых в течение времени { энтропия 
объекта достигнет значения $: < Sg. Количество инфор- 
мации в этих знаниях 

[93=—%. — 83. (1.38) 

Из (1.37) | 
So = S, + a1. (1.39) 

Подставляя выражение $, в (1.38), находим, что 

S3 == 81+ Lay — 13. (1.40) 

_ Всли способы, позволяющие сделать энтропию объекта 
меньшей $, через время {, неизвестны, то информация 
[›з будет равна нулю и из (1.39) и (1.40) следует, что 
93 =, — естественный процесс возрастания энтропии. 
Чтобы повлиять на этот процесс, уменьшая возрастание 
энтропии объекта, необходимо дать последнему некоторую 
негэнтропию NV. Уравнение (1.40) показывает, что 

N= — [,з. (1.41) 
Если [эз==1[.1, TO негэнтропия М поддерживает энтропию 
объекта неизменной‘ в течение времени [, при этом 
S3=S,. Если же [93 > [.1, то в течение времени Ё энт- 
ропия объекта уменьшается, так что S3< Sy. Эти соот- 
ношения показаны на рис. 1.2, где изображен примерный 
ход изменения энтропии в четырех рассмотренных слу- 
чаях. 

В принципе информация /[эз всегда может быть доста- 
точно большой, чтобы негэнтропия, определяемая по 
(1.41), дала возможность уменьшить энтропию объекта, 
характеризующую его состояние по выбранному приз- 
наку. Заметим, что как получение этой информации, так 
и основанные на ней действия, приводящие к уменьше- 
нию энтропии объекта, всегда требует совершения неко- 
торой работы, т. е. некоторого, хотя бы и небольшого, 
расхода энергии. А при этом обязательно происходит 
обесценение энергии и возрастание физической энтропии. 
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Возрастание физической энтропии означает соответствен- 
ное уменьшение физической негэнтропии объекта, наблю- 
дателя и всех предметов, участвующих в рассматриваемых 
процессах. Согласно негэнтропийному принципу инфор- 
мации, указанному Л. Бриллюэном [1.12], информация 
может быть получена только за счет негэнтропии неко- 
торой физической системы, но может быть превращена в 
физическую негэнтропию. Выведенные выше соотношения 
$ (1.18), (1.36) и связан- 
$b —-----y7------- ные с ними являются 

обобщением этих пред- 
‚ставлений, получаемых, 
если рассматривать энт- 
ропию как меру неупо- 
рядоченности некоторой 
системы по любому при- 
знаку. 

Итак, управление не- 
избежно сопровождает- 
ся общим возрастанием 

ыы — физической — энтропии. 
0 tt 

Рис. 1.2. Изменение энтропии управ- Но при этом достигает- 
ляемого объекта в зависимости от СЯ УМенышепие энтро- 

информации о нем пии, являющейся мерой 
неупорядоченности уп- 

равляемого объекта по признаку, определяемому целью 
управления. И это достигается обязательно, хотя бы в 
течение ограниченного времени: без этого процесс управ- 
ления был бы бессмысленным и бесполезным. 

Заметим, что полученная информация может быть 
потеряна. Например, наблюдатель может забыть какие- 
либо из полученных данных или не может произойти 
разрушение материала, на котором эти данные зафикси- 
рованы. Очевидно, что потеря информации происходит 
вследствие явлений роста неупорядоченности, обусловлен- 
ных вторым законом термодинамики и сопровождаемых 
возрастанием физической энтропии. Согласно (1.36) всякая 
потеря информации означает равную по абсолютной вели- 
чине потерю негэнтропии. и эквивалентное возрастание 
энтропии. Поэтому факт потери информации является 
кибернетическим выражением второго закона термодина- 
мики [1.8]: информация о замкнутой системе стихийно 
стремится к уменьшению, как энтропия такой системы 
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стремится к увеличению; информация сохраняется в об- 
ратимых процессах и частично теряется в необратимых 
1.5]. 

| Следует обратить внимание на различный смысл явле- 
ний потери информации и потери энергии. Потеря энер- 
гии означает ее преобразование в энергию другого вида 
по закону сохранения. Потеря информации означает ее 
уничтожение. Это показывает, что для информации нет 
закона ее сохранения: ее потеря приводит лишь к воз- 
растанию энтропии системы оператор — объект. 

Отличие от энергетики состоит здесь еще в. TOM, что 
за счет некоторого количества энергии можно совершить 
работу только один раз, тогда как одной и той же 
информацией можно пользоваться в неограниченном числе 
случаев. Это наглядно поясняет следующий пример. Про- 
фессор, читающий лекцию, сообщает некоторое количество 
информации студентам. При этом обладателем этого коли- 
чества информации остается сам профессор и становится 
каждый студент, слушающий лекцию, причем каждый из 
них может, если только информация не будет потеряна, 
пользоваться ею для эквивалентного уменьшения энтропии 
объектов, к которым информация относится, в любом 
числе случаев. Существует, таким образом, принцип мно- 
гократного применения информации. Врач, например, 
пользуясь одними теми же данными медицины, лечит мно- 
гих больных, достигая в каждом случае излечения, сни- 
жения энтропии организма больного. Уменьшение энтро- 
пии организма больного эквивалентно информации, кото- 
рую содержат применяемые научные данные. Это вполне 
понятно, если исходить из определения информации как 
разности энтропий, простым следствием которого является 
принцип ее многократного применения. 

Отсюда вытекают неограниченные возможности науки 
в борьбе со «случайным распорядком событий в природе», 
которые предвидел Умов (см. § 1.2), — возможности управ- 
ления природой, реализуемые в кибернетике созданием 
технических систем управления, преодолевающих этот 
стихийный распорядок с помощью информации. В про- 
цессах получения и применения информации осуществля- 
ется наше приспособление к случайностям внешней среды 
и наша жизнедеятельность. «Действенно жить, — заме- 
чает в связи с этим Винер, — это значит жить, распола- 
ran правильной информацией» [1.3]. 
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Пример. Топографический каталог библиотеки содержит свс- 
дения о месте, на котором должна находиться каждая книга. Найдем, 
чему равна заключенная в нем информация, если библиотека 
состоит из В томов. Для этого предположим, что все B книг побы- 
вали в чтении, после чего их ставили куда попало, не сообразуясь 
с топографичсским каталогом. В результате этого библиотека пришла 
в состояние беспорядка, при котором возможное число ее равно- 
вероятных состояний п=й! (см. $ 1.2). При этом, по формуле 
(1.11), ee энтропия по топографическому признаку 

So = logs (5!). 

Расставив книги в соответствие с топографическим каталогом, при- 
ведем этим библиотеку в единственно возможное состояние, когда 
ее энтропия 

$ = 0, 

как следует из той же формулы при п=!. По формуле (1.18) 
информация, с помощью которой энтропия библиотеки уменьши- 
лась с S, до 5, 

[ = log, (6!). 

Если, ‘например, 2 == 100 000, то, пользуясь формулой Стирлинга и 
принимая во ‘внимание большое значение Bb, имеем: 

In (5!) == 108 (In 105 — 1) == 1,05. 108. 
Так как 

lo х= ПХ та, 

ш2 = 0,6931, 

из предыдущего результата получаем: 

l= 1,05 . 108 
— 0,693 ', 

т. е. приблизительно полтора миллиона двоичных единиц. 

$ 1.4. ИНФОРМАЦИОННЫЕ МАШИНЫ 

Всякое техническое устройство, совершающее целе- 
направленные действия, будем называть машиной. По сущ- 
ности своих действий все машины разделяются на энерее- 
тические и информационные. Назначение первых — пре- 
образование энергии, вторых — преобразование инфор- 
мации. Примерами того и другого рода машин могут слу- 
жить паровоз и тглевизор. В информационных машинах 
также происходят преобразования энергии, но не они 
определяют эффективность действия таких машин, всецело 
зависящую от преобразований информации. Совершенство 

24



телефона, например, определяется не энергетикой преоб- 
разования акустических колебаний в электрические и 
обратно, а отсутствием искажений в передаче речи. Улуч- 
шение энергетических характеристик таких устройств не 
означает улучшения передачи информации, при ухудше- 
нии их информация может передаваться не хуже. В не- 
которых информационных машинах, например вычисли- 
тельных, расходуемая энергия в конечном итоге полно- 
стью превращается в тепло. 

Мощность энергетической машины определяется рабо- 
той, которую эта машина может произвести в единицу 
времени. Информационная мощность есть количество ин- 
формации в единицу времени и характеризует способность 
информационной машины выдавать информацию. Едини- 
цей информационной мощности может быть, например, 
бит в секунду. 

Информационными машинами являются все управля- 
ющие системы или устройства. Они всегда имеют в своём 
составе энергетические элементы, производящие работу. 
Но действие этих систем состоит в получении, обработке 
и выдаче информации о том, какая работа, как и когда 
должна быть произведена. Kak бы ни были совершенны 
энергетические элементы системы, она не сможет выпол- 
нять своих задач, если информация не будет доходить 
до этих элементов достаточно своевременно и точно. Сле- 
довательно, передача и преобразование информации — 
основа действия управляющей системы. 

Функции управляющих систем в технике первоначаль- 
но выполняли люди, управлявшие, например, поездами, 
самолетами, электростанциями, технологическими процес- 
сами и артиллерийскими установками. Затем началась 
автоматизация процессов контроля и управления. Авто- 
пилот и автомашинист заменяют человека в управлении 
самолетом и поездом; автоматизация электростанций и 
производственных процессов сокращает и здесь участие 
человека в управлении; артиллерийские следящие при- 
воды заменяют наводчиков. Автоматизация процессов 
управления означает не только сокращение и облегчение 
человеческого труда, но и возможность решать задачи 
управления быстрее и точнее, чем это может сделать 
человек. Управление такими объектами, как самолет, 
энергосистема или артиллерийская установка, требует 
быстрого принятия решений на основе учета различных 
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и иногда многочисленных данных, т. е. на основе быстрой 
обработки болышой информации. Люди вследствие физио- 
логических ограничений не могут этого сделать так быстро, 
как требуется. То же имеет место в некоторых произ- 
водственных процессах. Много больше позволяют достичь 
автоматические управляющие системы (АУС), в особен- 
ности с применением электронных управляющих машин 
(ЭУМ). 

Электронные управляющие машины — это вычислитель- 
ные машины, снабженные специальными устройствами, 
преобразующими информацию, поступающую в машину и 
выдаваемую ею. Универсальные цифровые вычислительные 
машичы могут перерабатывать информацию по любой про- 
rpaMMe, выполняя вычисления и логические операции. 
Они являются поэтому универсальными устройствами, 
пригодными для решения разнообразных задач и для 
применения в` АУС различного назначения. Цифровые 
вычислительные машины (ЦВМ) могут решать математи- 
ческие, в частности геометрические, задачи, участвовать 
в управлении технологическими процессами, например 
металлургическими и т. п. 

ЦВМ моделируют, таким образом, мыслительные про- 
цессы, выполняя некоторые операции умственного труда 
(иногда это называют механизацией умственного труда). 
Программа, заложенная в машину, содержит совокуп- 
ность правил, по которым машина перерабатывает посту- 
пающую в нее информацию. Пользуясь этими правилами, 
она может, так же как и человек, получить новые выводы. 
Кеплер открыл законы движения планет, обрабатывая по 
некоторым правилам результаты астрономических наблю- 
дений Тихо де Браге. То же самое теперь могла бы сде- 
лать машина. Но машина сделала бы это значительно 
быстрее Кеплера, как несравненно быстрее людей машины 
предвычисляют элементы траекторий космических кораб- 
лей. Подобный же пример дает история открытия совер- 
шенных чисел (совершенное число равно сумме всех его 
делителей, кроме. него самого; это, например, число 6 = 
=]-+2-+ 3). За много веков было найдено лишь 12 таких 
чисел. Но примененная для этой цели электронная машина 
SWAC Калифорнийского университета нашла два новых со- 
вершенных числа за один день, а затем обнаружила еще три 
таких числа [1.17]. Тем самым машина, во-первых, полу- 
чила новые результаты и, таким образом, сделала откры- 
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тие; во-вторых, она выполнила необходимую для этого 
умственную работу с быстротой, недоступной человеку. 

В приведенных примерах информация, получаемая в 
результате открытий, содержалась в информации, обра- 
ботка которой привела к этим открытиям. Кто бы ни 
обрабатывал информацию, полученную Тихо де Браге, — 
человек или машина, — они, действуя по определенной 
программе, лишь выявили бы то, что в скрытом виде содер- 
жалось в этой информации. Так и уравнение в скрытом 
виде содержит информацию, получаемую явно в его ре- 
шении. Обработка информации по заданной программе — 
детерминированный процесс, цель которого — обнаружение 
скрытой информации. От этого отличается процесс гене- 
рирования информации. Создаваемая в таком процессе 
новая информация не может быть получена никакой про- 
граммной обработкой какой-либо другой информации, ко- 
торая могла бы быть предоставлена человеку или машине. 
Генерирование информации — самоорганизующийся процесс 
образования порядка из хаоса [1.19], осуществляемый 
случайным поиском с учетом вероятности успеха и с оцен- 
кой результата. Такие процессы имеют место в научном 
и художественном творчестве,`а также в машинах, опоз- 
нающих образы (перцептроны). «Научный закон, — заме- 
чает Бриллюэн, — является не только выражением опре- 
деленного количества опытных фактов; в этих законах 
отражается мышление ученого: отбор фактов, сравнение, 
фантазия, проблеск гения» [1.18]. Очевидно, что мысли- 
тельная деятельность, как и все процессы, в которых воз- 
никает новая- информация, не подчиняется второму закону 
термодинамики. Кибернетическая форма второго закона 
показывает это с особенной ясностью. 

То обстоятельство, что в детерминированных процес- 
сах действие машин происходит по программе, данной 
им человеком, не означает, что они не могут открывать 
новое. Ведь человек, составляющий программу, не знает, 
какого вида результат получится на машине. Однако, 
давая машине программу, человек ставит перед ней опре- 
деленную цель. Такова, например, цель — найти следу- 
ющее совершенное число, но какое это число—составитель 
программы не знает. Отсюда ясно, что в таких случаях 
машина открывает -HOBOe по заданию человека. И отсюда 
следует, что она не может полностью заменить человека 
хотя бы в науке. Как заметил профессор В. В. Солодов- 
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ников, «человек может создать машину, а машина не мо- 
жет создать человека» [1.15]. Это относится и к само- 
программирующим машинам, действующим по автомати- 
чески ими же составляемым программам, целенаправлен- 
ность которых в общем определяется конструктором ма- 
ШИНЫ. 

Однако машина может превзойти своего создателя по 
быстроте действия и точности вычислений. Кроме того, 
машина может обладать информацией об опыте и знаниях 
всех специалистов в какой-либо области, а не одного 
лишь из них. И наконец, машина, способная к самообу- 
чению, в связи с быстротой своих действий обучается 
значительно быстрее человека. Но в остальных отноше- 
ниях никакого превосходства перед человеком у машин 
нет. Более того, машина весьма примитивна по сравнению 
с мозгом. Ее устройство и действие поддаются более или 
менее простому объяснению, тогда как человеческий мозг 
настолько сложен, что полностью еще нельзя постигнуть, 
как он работает. Работа мозга показывает, что возможно 
создание машины, действие которой основано на совер- 
шенно новых и высокоэффективных принципах [1.25]. 
Различие между человеком и машиной не только количест- 
венное, зависящее от сложности устройства, но и качест- 
венное. Если человек не может работать так, как работает 
машина, то и машина не может работать так, как рабо- 
тает человек. И наилучшее решение — работа человека с 
помощью машины. 

Спесобность машин воздерживаться OT нецелесообраз- 
ных попыток, учитывать опыт, планировать исследования и 
т. п. позволяет говорить об искусственном разуме, кото- 
рым они обладают. Однако привлекающий большое вни- 
мание вопрос о том, может ли машина мыслить, лишен 
практического значения. Винер дал на него следующий 
ответ: «Современные вычислительные машины могут обу- 
чаться, улучшать свою работу, оценивая ее результаты. 
Назвать ли _это мышлением или нет — вопрос термино- 
логии» [1.23]. 

Несомненно, что в соединении с машиной человеческий 
мозг может познавать ‘больше того, что могут познать 
люди без машин. Информационная машина действует, сле- 
довательно, как усилитель мыслительных способностей 
[1.7]. Этот новый вид усилителя полезно сопоставить с 
давно известными усилителями мощности. Рассмотрим две 
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задачи: подъем тяжелого груза и длинное вычисление. 
Если груз достаточно тяжел, то один человек не сможет 
его поднять, сколько бы времени он ни старался это сде- 
лать. Но совместными усилиями многих людей груз мо- 
жет быть поднят, что и делалось, например, на строитель- 
стве египетских пирамид. С развитием техники ту же ра- 
боту стал делать подъемный кран, во много раз сократив 
количество участвующих в ней людей. Вычисление произ- 
водится, как правило, последовательными этапами: резуль- 
тат, полученный на первом этапе, передается на второй, 
полученный на втором — на третий и т. д. Поэтому время, 
потребное для такой работы отдельному человеку, не мо- 
жет быть существенно сокращено привлечением к ней 
сколь угодно большого числа других людей. Но вычис- 
лительная машина сокращает это время во много раз. 
В случае подъема груза машина исполняет мышечную ра- 
боту многих людей. В случае вычисления машина испол- 
няет в короткий срок умственную работу, на которую 
человеку на хватило бы, возможно, всей его жизни. За 
достаточно короткий срок информационная машина может 
сделать много таких вычислений и из сопоставления их 
результатов получить выводы, к которым человек никогда 
не мог бы прийти. Допуская, что в обоих рассмотренных 
случаях работой машины управляет один человек, видно, 
что подъемная машина усиливает механическую мощность 
его мыщц, а информационная — информационную мощность 
его мозга. Подъемный кран усиливает механическую мощ- 
HOCTb во столько раз, сколько Людей, могущих поднять 
TOT же груз, он заменяет, так KaK -OH производит одина- 
ковую с ними. работу. Информационная машина выдает 
столько же информации за короткое время Т„, сколько 
ее выдает один человек за долгое время Т.. Поэтому уси- 
ление информационной мощности этой машиной выража- 
ется отношением Г./Ть, т. е. определяется быстродейст- 
вием машины. | 

Пример. Оценим информацию, получаемую в результате откры- 
тия совершенного числа No, следующего за ранее известным совер- 
шенным числом N,. Если до нахождения числа № можно было ду- 
мать, что следующим совершенным числом является любое из це- 
лых чисел, следующих за Ny, то после определения № была бы: 
получена информация, которую найдем по (1.23), - полагая, что 
по = № — М; ип= 1: 

[= logs (№. — №! ). 
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Эту информацию получили бы и от вычислительной машины, кото- 
рая нашла бы число Ny. В действительности информация, получа- 
смая при открытии числа Ny, меньше, так как маловероятно, что 
совершенным окажется одно из чисел, близких к Nj. 

$ 1.5. КОДИРОВАНИЕ ИНФОРМАЦИИ 

Как для передачи, так и для хранения информации 
всегда необходим тот или иной код, т.е. набор символов, 
с помощью которых может быть`выражена и зафиксиро- 
вана информация. Таким кодом является, например, лю- 
бой алфавит, буквы которого служат символами для за- 
писи информации. Представление информации в символах 
какого-либо кода называют кодированием, переход к дру- 
гому коду — перекодированием, возвращение к исходному 
коду — декодированием. 

Количество символов в коде может быть различным. 
В простейших случаях достаточен код, состоящий лишь 
из двух символов. Это имело место, например, в железно- 
дорожной сигнализации с помощью красного и зеленого 
сигналов семафоров. В общем случае может требоваться 
код, содержащий п символов. Рассмотрим сообщение, для 
передачи которого таким кодом нужна последовательность 
некоторого большого числа т символов. Положим, что 
символы кода встречаются в этой последовательности 
с априорными вероятностями Py; (1(=1, 2, ..., п), зна- 
чения которых образуют полную систему вероятностей, 
т.е. должны удовлетворять условию 

‚У,Ри=1. 
i=1 

Тогда каждый из п символов встречается в рассмат- 
риваемой последовательности mPo; раз, так что 

` 

У тРи=м. \ 

i=1 

Предположим, что прием сообщения происходит без 
помех. Тогда информация, получаемая от каждого симво- 
ла, по (1.29), равна 

— loge Poi.



Совокупность этих символов, входящая в рассматри- 
ваемую последовательность, содержит информацию 

[; = mPo; logs Ро, 

а- все сообщение — информацию 
— 

[—=—т УР log, Po;. (1.42) 

i=1 

Отсюда следует формула Шеннона, выражающая сред- 
нее количество информации на символ 

п 

‹р=— У, Po; logs Po;. (1.43) 

i=! 

Эта формула может быть истолкована следующим обра- 
зом [1.24]. Ожидая появления очередного символа в сооб- 
щении, предполагаем, что это может ‘быть любой из п 
символов, характеризуемый вероятностью появления Рь;. 
Таким образом, предполагаем, что место ожкдаемого сим- 
вола в сообщении может иметь п различных состояний, 
каждое из которых ожидаем с вероятностью Po;. Это 
значит, что рассматриваемое место сообщения характе- 
ризуется неупорядоченностью, мерой которой служит 
энтропия $, по (1.31). В результате приема, происходя- 
щего без помех, появляется некоторый вполне определен- 
ный A-H символ, для которого, следовательно, Р, = |, так 
что для остальных п — | символов Р; =0. Поэтому после 
приема очередного символа энтропия его места в сообще- 
нии, по (1.12), э =0. Следовательно, информация, полу- 
чаемая при появлении очередного символа, вычисляемая 
по (1.18), 

[= Sy. (1.44) 

Подставляя сюда (1.31), находим, что каждый символ 
сообщения, принимаемого без помех, дает информацию, 
выражаемую формулой Шеннона". 

Из формулы (1.43) следует, что в случае когда веро- 
ятность Появления всех символов кода одинакова, т.е. 

] 
Ри = >, 

Antena: 

1 Информацию, получаемую no (1.44), Шеннон называет энтро- 
пией, подразумевая энтропию Sy, которой эта информация числен- 
но равна.



[‹р имеет наибольшее значение, как и энтропия 5, по 
(1.31): 

-- Lop, макс — logs п. (1 .45) 

Это наибольшее значение среднего количества информа- 
ции на символ, возможное при применении кода, состоя- 
щего из п символов, называемое информационной емко- 
стью кода. Экономичность кода в конкретном случае его 
применения для передачи какого-либо сообщения оцени- 
вается отношением 

9= № 
° Lop. макс ° 

Для оптимального кода Э==1. Избыточность кода 

| И=|— 39 

служит мерой числа лишних символов в сообщении. У опти- 
мального кода И ==0. 

Из (1.45) следует, что наибольшая информация, кото- 
рую может содержать сообщение, состоящее из т символов 
п — символьного кода, 

[накс == Mm logy n. 

Наименьшее же количество символов, необходимое для 
передачи данным кодом сообщения, содержащего инфор- 
мацию /, 

ol 
Munn — тор, п 

Последние формулы показывают, что количество инфор- 
мации в сообщении зависит от кода. Это следует и из 
равенства (1.44), показывающего, что информация / в ее 
количественном выражении является лишь информацией 
о появлении в сообщении символов кода, с помощью 
которого оно передается. | 

Поэтому при передаче информации с заданной часто- 
той появления символов, информация, передаваемая в 
единицу времени (поток информации), зависит от кода. 
При наличии помех канал связи (или любой элемент сис- 
темы) может пропускать в единицу времени без искаже- 
ния информацию, не превышающую некоторого значения, 
называемого пропускной способностью канала [1.22]. Реше- 
ние, при котором поток информации менее пропускной 
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способности, неэкономично. Если же поток больше про- 
пускной способности, передача становится несовершенной. 
Выбором подходящего кода можно приблизиться к наивы- 
годнейшим условиям передачи, при которых поток инфор- 
мации равен пропускной способности канала. 

Выбор кода определяется конкретными условиями 
устройства и работы элементов системы, между которыми 
происходит передача информации. В каждом случае возмож- 
но применение различных кодов, один из которых может 
оказаться наиболее подходящим. Для дискретных сигна- 
лов, Например, может быть применен цифровой код, осно- 
ванный на той или иной позиционной системе счисления, 
причем каждый сигнал должен соответствовать одной из 
цифр системы и разряду, в котором эта цифра стоит. При- 
меняются шестнадцатиричная, десятичная, восьмеричная, 
троичная, двоичная и некоторые другие системы счис- 
ления. Название каждой из этих систем определяется чис- 
лом, принятым за ее основание. Основание системы счис- 
ления равно отношению между единицами соседних раз- 
рядов и количеству различающихся цифр, необходимых 
для представления всевозможных натуральных чисел в 
этой системе. Так, в десятичной системе (счет десятками) 
соседние разряды различаются в 10 раз и нужны 10 цифр 
(от 0 до 9), в восьмеричной (счет восьмерками) — в 8 раз 
и нужны 8 цифр (от 0 до 7), в двоичной (счет парами) — 
в два раза и нужны 2 цифры (0 и 1). Любое число пред- 
ставляется в каждой системе счисления суммой всех сте- 
пеней основания от нулевой до высшей, нужной для полу- 
чения данного числа, взятых с некоторыми коэффициен- 
TaMH, не привышающими основания. Например, число 16 
в десятичной системе состоит из одного десятка в первой 
степени и шести десятков в нулевой степени 

1.106. 10° = 16. 

То же число в восьмеричной системе надо представить 
как две восьмерки в первой степени и нуль восьмерок 
в нулевой степени, т. е. 20. В двоичной же системе это 
число изображается как одна двойка в четвертой степени 
и по нулю двоек в третьей, второй, первой и нулевой 
степенях, т. е. 10000. 

Преимуществом двоичных кодов, основанных на двоич- 
ной системе счисления, является наименьшее возможное 
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количество символов; для них п=2. Поэтому устройства, 
в которых применяются такие коды, должны иметь лишь 
два различных устойчивых состояния, действуя го прин- 
ципам «да» или «нет», «все» или «ничего» и т. п. Такие 
устройства существуют в технике и в органической при- 
роде. 

Цепочки дизоксирибонуклеиновой кислоты, входящие 
в состав хромосом, имеют столько структурных элемен- 
тов, что с помощью двоичного кода в единичной клетке 
человека можно зашифровать около тысячи больших учеб- 
ников [1: 6]. «Ярким свидетельством единства процессов 
управления, — отметил академик М. В. Келдыш, — являет- 
ся то, что генетическими процессами управляют извест- 
ные уже в технике коды. Это величайшее открытие озна- 
чает, что и на эти процессы может быть распространена 
теория информации и теория управления» [1. 20]. 

Для технических устройств (в частности, для ЦВМ) 
важно, чтобы запись чисел достигалась не только наи- 
меньшим количеством символов, но и наименьшим колн- 
чеством разрядов. А так как количество разрядов, необ- 
ходимых для записи больших чисел, увеличивается с 
уменьшением основания системы счисления, оба условия 
осуществить нельзя и следует выбирать оптимальную сис- 
тему счисления. Оптимальной целесообразно признать 
такую систему, которая позволяет обойтись наименьшим 
количеством аппаратуры. Это количество можно считать 
пропорциональным произведению числа символов п на 
число разрядов №. Наибольшее число, которое можно 
записать в М№ разрядах системы, имеющей п символов 
(т. е. основание п), . 

M= nN —1. (1.46) 

Так в десятичной системе, ограничиваясь тремя раз- 
рядами, можно записать число, не превышающее М == 
= 103 — | = 999. 

Из (1.46) находим, что 

N= In (M + 1) 

Inn 

Следовательно, количество ‘аппаратуры, необходимое 
для воспроизведения числа М в М разрядах системы 
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счисления с основанием п, пропорционально величине 

n 
nN = 1—1 (M -+- 1). (1.47) 

Приравнивая нулю производную правой части (1.47) 
по И, находим условие минимума количества аппара- 
туры при данных N и М: 

ши — | =0, 

отсюда: п==е, т. е. оптимальной является система счис- 
ления с основанием, равным неперову числу. Но так 
как основание должно быть целым числом, наилучшее 
приближение к оптимальной системе осуществляется тро- 
ичной системой счисления, а несколько худшее — двоич- 
HOH. 

Предположим, что требуется перекодировать сообще- 
ние, переданное некоторым ‘кодом, в двоичный код. На 
первый взгляд наиболее простым решением этой задачи 
будет применение равномерного кода, в котором каждый 
из CHMBOJIOB исходного Кода выражается одинаковым 
и наименьшим возможным числом двоичных ’ символов. 
Легко, однако, убедиться, что экономичнее будет код Шен- 
нона—Фано, составляемый по следующему правилу. Выпи- 
сываем символы исходного кода в порядке убывания их 
частостей и`разделяем их на две группы, суммарная час- 
тость символов каждой из которых точно или приблизи- 
тельно равна 1/5. В обозначении символов первой группы 
двоичным кодом на первое место ставим 0, а в обозна- 
чении символов. второй группы на первое место ставим |. 
Затем обе группы разделяем еще на две, чтобы суммар- 
ная частость символов каждой подгруппы была прибли- 
зительно равна '/;. На второе место в обозначении сим- 
волов первой и второй подгруппы каждой группы ставим 
соответственно 0 и 1. Процесс образования подгрупп про- 
должается до тех пор, пока не получаются подгруппы, 
состоящие из одного символа. Легко видеть, что в коде 
Шеннона—Фано наименьшее число двоичных знаков рас- 
ходуется на более вероятные символы и наоборот. Нап- 
ример, если в сообщении следующие четыре символа встре- 
чаются с подписанными под ними частостями [1.22] 

A BC D 

lo le 17/3 */s, 

Qe 35 

(1.48)



то Kon Шеннона—Фано строится так: 

А!/,} 0 
ви.) }10 
С И , р 110 (1.49) 

рт, ры 
Понятие информации позволяет количественно оцени- 

вать сообщения независимо от того, каким способом эти 
сообщения переданы и приняты, а также от их содер- 
жания и смысла. Для техники связи этого вполне дос- 
таточно, так как ее средства должны обеспечивать пере- 
дачу сообщений любого содержания без потери информа- 
ции. Для кибернетики этого мало. Сообщения, необходи- 
мые для управления, должны иметь надлежащий смысл. 
Следовательно, количественное выражение информации, 
которую содержит сообщение, должно быть связано с его 
смыслом. Чтобы выявить эту связь, заметим, что изме- 
нение количества информации при кодировании никак не 
влияет на смысл передаваемого сообщения, если не про- 
исходит искажений вследствие помех. Смысл сообщения 
вскрывается при декодировании, т. е. при переходе к 
исходным символам сообщения, содержащего информацию, 
связанную с энтропией системы, к которой оно относится 
[1.24]. Действительно, как показывает равенство (1.34), 
существует количество информации, непосредственно опре- 
деляющее изменение состояния объекта, характеризуемого 
энтропией S или нэгэнтропией №. Именно это количество 
информации и связано со смыслом сообщения, определяю- 
щего указанное изменение состояния объекта. Такая связь 
утрачивается при перекодировании, когда количество ин- 
формации изменяется, но восстанавливается при декоди- 
ровании в тот код, в котором восстанавливается связь 
информации с энтропией или нэгэнтропией объекта управ- 
ления. Количество информации, получаемое в таком коде, 
и является полезным, а ценность сообщения определяется 
возможностью его осмысленного декодирования в этот 
код и связана таким образом с полезной информацией. 
Такое декодирование даст осмысленный результат, если 
при перекодировании не произошло искажений. Количе- 
ство информации в сообщении, переданном двоичным 
кодом, не изменяется, если нули и единицы почему-либо 
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поменялись местами. Но осмысленное декодирование при 
этом уже невозможно. 

Вернемся к уже рассматривавшемуся примеру с биб- 
лиотекой из 6 книг (см. § 1.2), упорядоченность которых 
определяется по топографическому признаку. Информа- 
цию, необходимую для поддержания порядка, содержит 
топографический каталог. Если им не пользуются, то по 
истечении времени, в течение которого все В книг побы- 
вали в чтении, энтропия библиотеки может достичь 

So= loge (61). 

Поддерживая же порядок с помощью топографического 
каталога, можно иметь к тому же времени энтропию 

S = 0. 

Следовательно, по (1.18) топографический каталог содер- 
жит информацию, связанную с энтропией библиотеки по 
топографическому признаку: 

I = logs (6. (1.50) 
Эта информация закодирована в каталоге, каждая| кар- 
точка которого служит символом одной из книг. Код- 
каталог состоит, таким образом, из 6 символов, на каж- 
дый из которых приходится информация 

Ip = + logs (61), 

так что информация, содержащаяся в каталоге, опреде- 
ляет возможное уменьшение энтропии библиотеки. Вместе 
с тем на каждой карточке топографического каталога 
имеется шифр книги и обозначение ее места в библиотеке. 
Это другой код — алфавитно-цифровой. В нем каждая 
карточка содержит информацию [‹,, определяемую час- 
тостью появления отдельных букв и цифр, а каталог 
в целом — информацию 

ГЕ, 
отличающуюся от / по (1.50) и не определяющую воз- 
можного уменьшения энтропии библиотеки. Но от алфа- 
витно-цифрового кода можно перейти к коду-каталогу 
с его b символами-карточками. И такое декодирование 
даст информацию, определяющую возможности упорядо- 
чения библиотеки. Очевидно, что ценность или смысл для 
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упорядочения библиотеки имеет лишь информация Г, 
которую содержит код-каталог. Информация же /’ или 
получаемая в другом любом коде ценна для той же цели 
лишь при том условии, что ее содержание может быть 
декодировано в код-каталог. 

При наличии помех выбор кода уже не может быть 
подчинен только стремлению к передаче сообщения наи- 
меньшим количеством символов. В этом случае необхо- 
димо обеспечить безошибочный прием сообщения. Безо- 
шибочный прием достигается с помощью добавочных сим- 
волов, т. е. в ущерб быстроте передачи сообщения. 
В двоичном коде, например, ошибка возникает всякий 
раз, когда вместо 0 применяют | или наоборот. Сущест- 
вуют коды, позволяющие обнаруживать и исправлять 
ошибки. Рассмотрим простейший пример такого кода. 

Для обнаружения и исправления ошибок в передан- 
ных сообщениях добавляют к символам, несущим инфор- 
мацию (информационным }, символы, предназначаемые для 
проверки (поверочные). Таким путем получаются само- 
корректирующиеся коды, позволяющие обнаружить и ис- 
править ошибку. В двоичном коде ошибка может состоять 
лишь в том, что 0 оказался на месте | или наоборот. 
Следовательно, если установлено место ошибки в сооб- 
щении, то она сейчас же может быть исправлена. Общий 
принцип построения двоичного кода, обнаруживающего 
ошибки, состоит в том, что из сообщения делаются выборки 
символов по определенному правилу, причем такие вы- 
борки должны удовлетворять некоторому признаку. Если 
этот признак оказывается нарушенным, то имеется ошибка, 
место которой обнаруживается по выборкам с наруше- 
нием. Как обнаружение, так и исправление ошибок 
может быть автоматизировано. 

Предполагая, например, что в последовательности семи 
символов может быть не более одной ошибки, передают 
сообщение блоками, содержащими сначала четыре инфор- 
мационных символа, а затем три поверочных. Повероч- 
ные символы выбираются так, чтобы в выборке, состоя- 
щей из трех информационных символов и одного повероч- 
ного, число нулей, как и число единиц, было четным. 
Выборки же делаются так, чтобы в них всегда входил 
информационный символ, стоящий в блоке на первом 
месте, а каждый из прочих информационных символов 
входил не более, чем в две выборки; каждый поверочный 
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символ входит лишь в одну выборку. Таким образом, 
может быть три выборки. Это код «четыре из семи». 

Пусть один из блоков сообщения, переданного таким 
кодом, записан в первой строке таблицы. Выборки, сде- 
ланные по описанному правилу, содержат следующие 
строки таблицы: | 

Во всех выборках число нулей и единиц четное, следо- 
вательно, ошибки нет. Легко убедиться, что в случае 
нечетности в одной выборке должен быть ошибочным вхо- 
дящий в нее поверочный символ. Если же нечетность 
имеется в двух выборках, то ошибочен символ, входящий 
в обе. Если, наконец, нечетность есть во всех выборках, 
то ошибочен входящий в них первый информационный 
СИМВОЛ. 

Заметим, наконец, что всякий код должен быть со- 
ставлен так, чтобы не могло быть неопределенности при 
расшифровке символов. Нельзя, например, применять 
перекодирование 

А ВС 
01 Ol, 

так как тогда не будет известно, что означает последо- 

вательность 01: АВ или С. 

Пример. Перекодируем сообщение, переданное четырехбук- 
венным кодом, в три варианта двоичного кода, указанные в табл. 1.1 
[1.24]. 

Таблица 1.1 
Три варианта перекодирования четырехбуквенного 

кода в двоичный 

Исходный код | А В С D 

Код | 00 01 10 11 
» I 01 10 00 11 
» Ш 0 10 110 | 111 

Таблица содержит два варианта равномерного кода и код Шен- 
нона — Фано, составленный, как сделано выше, по заданным ап- 
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риорным вероятностям появления символов исходного кода 

l | 
. 

Ро (А) =; Ро (В) =z; Ро (С) =P) (В) =. tf 

Полагая, что в соответствии с заданными вероятностями сим- 
волов исходного кода на четыре появления буквы А должно быть 
два появления буквы В и по одному появлению Си D, а всего 
восемь символов, нетрудно найти, что в коде | при этом будет 11 
нулей и 5 единиц, в коде П— по восемь нулей и единиц, а в коде 
Ш — по 7 нулей и единиц. Таким образом, на 8 символов исходно- 
го кода равномерные коды будут давать по 16 символов, а код 
Шеннона — Фано — 14 символов. Теперь легко подсчитать, что ве- 
роятности появления символов двоичного кода имеют значения, 
приведенные в табл. 1.2 

Таблица 1.2 

Априорные вероятности появления символов 
двоичных кодов в таблице 1.1 

Код I II Ш 

P, (0) 11/16 1/2 1/2 
P, (1) 5/16 1/2 1/2 

Вычислим количество информации, получаемое от указанного 
числа символов рассматриваемых кодов, пользуясь формулой (1.43). 
Для исходного кода среднее количество информации, приходящееся 
на символ, 

] ] ] ] 9 1 7 дв. ед. 
[ср = — (5 1085 + 4 024 + 8 logs 5) — 4 символ 

и информация 

7 
[ = 4 8 = 14 дв. ед. 

Для кода | 

11 1, 5 5 дв. ед. lop =— (г logs Тб + Тб logs i) == 0,896 символ’ 
] = 0,396 . 16 = 14,34 дв. ед. 

Для кодов Ши Ш 

1 1 дв. ед. 

кр = — 25 logs 2 — СИМВОЛ 
в первом из них 

[=1.16 = 16 дв. en, 
во втором 

[=1. 14 = 14 дв. ед.



ГЛАВА П 

ПРИНЦИПЫ ДЕЙСТВИЯ И СПОСОБЫ ОПИСАНИЯ 

АВТОМАТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

$ 2.1. ЗАДАЧИ ТЕХНИЧЕСКОЙ КИБЕРНЕТИКИ 

Управляющие системы, существующие в органической 
природе, весьма совершенны. Действие их ‘наблюдается 
в управлении движением, когда, например, птица налету 
ловит насекомое, собака гонится за добычей, человек иг- 
рает в мяч. Не менее совершенно построено управление 
внутренними процессами в живом организме, в котором 
регулируется температура, состав и давление крови, дея- 
тельность желез внутренней секреции и т. п. Температура 
здорового человеческого тела, как и тела всякого тепло- 
кровного животного, остается неизменной, когда темпера- 
тура окружающей среды изменяется в широких пределах, 
В этом состоит свойство гомойотермии, делающее такие 
организмы независимыми от возможных в естественных 
условиях температурных воздействий. Та же задача осу- 
ществляется автоматическими регуляторами температуры 
в различных производственных процессах, в термостатах 
и холодильниках, в установках кондиционирования воз- 
духа и других технических устройствах. Подобным же 
образом встречается необходимость технического осущест- 
вления и других функций органических управляющих си- 
стем (ОУС). Высокое совершенство этих систем указывает 
на полезность их изучения для применения в технике 
принципов их действия и устройства. Это и делает ки- 
бернетика, производя заимствования из области управле- 
ния важнейшими функциями живых организмов. Так, 
тенденция развития живых организмов к ослаблению 
зависимости от воздействий внешней среды находит отра- 
жение в создании помехоустойчивых автоматических сис- 
тем. Такое заимствование требует математического опи- 
сания высшей нервной деятельности, которое Винер ввел 
в кибернетику, где оно получило дальнейшее развитие. 
Но первый шаг на этом пути сделал Н. А. Романов еще 
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до появления современной кибернетики [2.2], исходя из 
предвидения И. I]. Павлова, утверждавшего возможность 
математического анализа явлений жизни [2.3]. 

Прежде были лишь отдельные попытки применения 
физико-математических методов в биологии и имели место 
лишь отдельные случаи переноса явлений живой природы 
в технику. В кибернетике началось планомерное объеди- 
нение достижений биологических, физико-математических 
и технических наук. Это позволяет не только применять 
в АУС решения, находимые в OYC, но и изучать послед- 
ние, моделируя их техническими средствами. Автомат, 
функционирующий подобно организму и похожий на него 
по структуре, служит моделью этого организма, позво- 
ляющей изучать хотя бы некоторые явления, недоступные 
исследованию в живой природе. Это относится прежде 
всего к явлениям высшей нервной деятельности и к рабо- 
те мозга.Распространение тех же методов на другие явле- 
ния органической природы привело затем к образованию 
новой науки—бионики. Примером решаемых ею задач 
может служить изучение свойств и особенностей дельфи- 
нов ‘для применения этих данных в строительстве подвод- 
ных одок. Кибернетика заимствует у органической 
природы то, что относится к процессам управления. Раз- 
вившаяся из нее бионика заимствует все остальное, что 
может быть полезным в технике. Полезным же тут может 
быть многое, поскольку в некоторых областях, как отме- 
тил академик А. И. Берг, «достижения живой природы 
намного выше наших результатов» [2.19]. К таким обла- 
стям относится, например, локация. ` 

В природе почерпнуто основное положение кибернети- 
ки о значении и возможности борьбы с возрастанием 
физической энтропии посредством управления (см. $ 1.2). 
Это осуществляется с помощью устройств, сущность дей- 
ствия которых состоит в передаче и переработки инфор- 
мации. Такие устройства должны обладать свойством 
приспособления к условиям, в которых они действуют, 
а для этого — гибкостью структуры и целенаправлен- 
ностью ее изменений, как это имеет место в ОУС [2.12]. 
Изучением и созданием таких устройств занимается тех- 
ническая кибернетика. Иначе говоря, техническая 
кибернетика изучает теорию и методы иссле- 
дования и построения информационных ма- 
шин в виде автоматических управляющих 
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систем. При этом заимствование у органических систем 
не означает и не должно означать их простого копирова- 
ния, Которое никогда не приводит к успеху, как не 
привели к успеху попытки людей летать с помощью 
крыльев. Рационально построенные информационные ма- 
шины, в которых применены указанные выше и другие 
принципы действия, наблюдаемые в природе, могут быть 
сделаны более экономичными и эффективными, чем систе- 
мы, перерабатывающие информацию в ОУС. 

Техническая кибернетика является основой автомати- 
зации, общее значение которой было рассмотрено $ 1.4. 
Автоматизация необходима в услсвлях, исключающих 
присутствие людей, функции которых в таких случаях 
передаются автоматическим устройствам. Управление про- 
цессами, развивающимися с большими скоростями, также 
требует обязательной автоматизации, так как человек 
в таких условиях не успевает ни управлять процессом, 
ни принимать меры, необходимые для предотвращения 
аварии, даже замечая ее угрозу. Это относится, например, 
к управлению ядерными реакторами. В других случаях 
введение автоматизации должно быть обосновано эконо- 
мически. Технология автоматизируемого производства 
обычно должна быть перестроена применительно к усло- 
виям автоматического управления. Здесь требуется сов- 
местная работа технологов и кибернетиков, так как без 
участия последних достаточно совершенная автоматизация 
не может быть создана. Это относится в особенности к 
комплексной автоматизации, при которой должны быть 
автоматизированы не только технологические процессы, 
но и процессы управления производством. 

Пример. Наименьшее время, необходимое человеку для осу- 
ществления реакции на принятую информацию, можно принять 
равным 0,1 сек. Найдем наименьшую скорость о самолета, при ко- 
торой пилот должен быть заменен автопилотом, чтобы не про- 
изошло столкновение двух самолетов, движущихся навстречу друг 
другу, когда один из них показывается из облаков на расстоянии 
150 м от другого [2.10]. | 

Принимая во внимание, что относительная скорость машины 
при встречном движении равна 2 9, находим, что для предупреж- 
дения их столкновения должно выполняться неравенство 

откуда 
— 750 м/сек. 
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5 2.2. ПРИНЦИПЫ ДЕЙСТВИЯ АВТОМАТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

Автоматической системой называют всякое устрой- 
ство действующее без участия человека. Человек строит 
такую систему, придавая ей свойства, нужные для реше- 
ния ТОЙ или иной задачи, пускает ее в ход (включает) 
и затем вмешивается лишь при необходимости перестро- 
ить систему или устранить возникшие в ней неполадки. 

По принципу действия все автоматические системы 
разделяются на две основные группы: разомкнутые си- 
стемы, не корректирующие процесс управления по резуль- 
татам своей работы, и замкнутые системы, осущёствляю- 
щие такую корректировку с помощью контроля резуль- 
татов управления. 

В реальных условиях автоматическая система обычно 
находится под воздействием большого числа возмущаю- 
щих факторов, нарушающих нормальное функционирование 
системы. Например, возмущающими факторами в систе- 
ме регулирования скорости вращения двигателя посто- 
янного тока могут явиться изменения: нагрузки на валу 
двигателя, питающего напряжения, сопротивления щеточ- 
ных контактов и т. п. Поэтому применяемые для целей 
управления разомкнутые системы могут удовлетворитель- 
но решать поставленные перед ними задачи лишь в двух 
случаях: когда возмущающие воздействия заранее зада- 
ны в виде определенной функции времени или статисти- 
чески, либо в искусственных, редко встречающихся усло- 
виях, когда влияния возмущающих воздействий пренеб- 
режимо малы или отсутствуют. Подобные условия 
на практике встречаются весьма редко, в связи с чем 
в области автоматического управления разомкнутые си- 
стемы имеют ограниченное применение. 

Реальные автоматические системы будут лучше выпол- 
нять свои функции в том случае, если они имеют возможность 
контролировать результаты своей работы и корректиро- 
вать их. Например, если скорость вращения двигателя 
отклоняется в ту или иную сторону от заданного зна- 
чения, то входное воздействиз должно быть сформиро- 
вано таким образом, чтобы компенсировать влияние воз- 
мущающих факторов. Для этого управляющее воздей- 
ствие должно вырабатываться с учетом информации 
о результатах управления. С этой целью в автоматиче- 
ских системах применяется обратная связь. 
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Любой элемент системы, а также всякая группа ее 
элементов имеет вход, т. е. место приложения воздей- 
CTBHA, И выход, т. е. место получения сигнала, посыла- 
емого дальше. Обратная связь, охватывающая элемент, 
группу элементов или всю автоматическую систему в целом, 
означает, что выходной сигнал x, подается на вход 
(рис. 2.1), где складывается с входным сигналом xX 
или вычитается из него, что обозначается на схеме зна- 
ком ©). При сложении ‘этих сигналов обратная связь 
называется положительной, а при вычитании — отрица- 
тельной. Система, имеющая контур обратной связи, назы- 
вается замкнутой. 

Функции обратной связи впервые установил Мак- 
свелл, рассматривая в 1868 г. машину для управления 
кораблем. 

Понятие об обратной связи является одним из основ- 
ных в кибернетике и означает управление на основе 
действительного, а не ожидае- 
мого выполнения приказов [2.5]. д, зд) hy 
Неисправность канала обратной — 
связи приводит к тому, что ав- ] 
томатическая система ‹оказы- 
вается дезорганйзованной. Об- 
ратная связь противодействует 
тенденции к дезорганизации в работе автоматической си- 
стемы, т. е., как заметил Винер, приводит к временной 
и местной перемене обычного направления изменения энт- 
ропии. 

Пользуясь обратной связью, можно выяснить свойства 
и состояния объекта, оказывая на него пробные воздей- 
ствия. Управляющие воздействия, служащие для этого, 
называют изучающими, в отличие от направляющих, пред- 
назначаемых для управления объектом. При наличии тех 
и других управляющих воздействий имеет место дуаль- 
ное управление. 

Фактическое состояние системы, выявляемое с помощью 
обратной связи, зависит от ранее приложенного управ- 
ляющего воздействия. Поэтому Винер определяет обрат- 
ную связь как «свойство, позволяющее регулировать буду- 
щее поведение прошлым выполнением приказов». Она 
может быть, отмечает он, «столь проста, как обратная 
связь безусловного рефлекса, или она может быть связью 
более высокого порядка, когда прошлый опыт учитыва- 
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ется не только для регулирования специфических дви- 
жений, но также формирования всей линии поведения. 
Подобная обратная связь может представлять — и часто 
действительно представляет — то, что, с одной стороны, 
известно как условный рефлекс, а с другой — как позна- 
ние» [2.5]. Управление на основе информации, получа- 
емой посредством обратной связи, является тем общим, 
что свойственно процессам управления в органической 
природе, в технике и в обществе. Все эти процессы проте- 
кают без нарушений функционирования управляемых объек- 
тов лишь при условии исправной обратной связи. Многочис- 
ленные обратные связи существуют и в человеческом 
организме. 

Иногда в системе нельзя заметить никаких техничес- 
ких устройств, осуществляющих функции обратной связи. 
В действительности обратная связь существует и в этих 
системах, если они замыкаются через человека [2.11]. 
Такова, например, система водитель — автомобиль. Это 
имеет место и при управлении катером, курс и положе- 
ние которого на волнах все время корректирует человек. 
Если бы человек этого не делал, то катер сбился бы 
с курса или даже опрокинулся. Подобным же образом 
обратная связь обеспечивает правильное действие всякой 
автоматической системы. За исключением указанных выше 
особых случаев, в которых пригодны разомкнутые си- 
стемы, управляющая система всегда должна быть замк- 
нутой: либо устройствами обратной связи, либо через 
человека, участвующего в процессе управления. В по- 
следнем случае систему называют полуавтоматической. 

Действие замкнутой автоматической системы может 
быть пояснено на примере работы привода наведения 
зенитного орудия (рис. 2.2) [2.6]. Радиолокационная 
установка РУ определяет пространственное положение цели 
и параметры ее движения. На основе этой информации 
вычислительное устройство ВУ вырабатывает управляющий 
сигнал в виде угла наведения зенитного орудия с учетом 
всех факторов, влияющих на точность стрельбы (направ- 
ление и скорость ветра, состояние атмосферы и т. п.). 
При этом необходимо иметь в виду, что за время поле- 
та снаряда после выстрела цель успеет переместиться 
в пространстве. Поэтому для обеспечения встречи сна- 
ряда с целью необходимо наводить орудие не на цель, 
а в некоторую точку В, в которой должна оказаться 
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цель ко времени встречи. Управляющий сигнал от вычис- 
лительного устройства подается на усилитель мощности У, 
выходной сигнал которого используется для управления 
мощным исполнительным двигателем ИД, осуществляющим. 
перемещение орудия в пространстве до нужного положе- 
ния. По каналу обратной связи ОС на вычислительное 
устройство передается информация о текущем положении 
орудия, которое сопоставляется с требуемым положением, 
определяемым вычислительным устройством. Поскольку 
орудие должно быть установлено в определенное поло- 

Рис. 2.2. Привод наведения зенитного 
орудия 

жение в горизонтальной и вертикальной плоскости, ‘при- 
меняют две автоматические системы. 

В зависимости от назначения автоматической системы 
основой ее действия могут быть: программа, слежение, 
поиск. | 

В частном случае программа может требовать ста- 
билизации, т. е. поддержания некоторого неизменного 
состояния в системе. В таком случае система называется 
стабилизирующей. Пример автоматической системы, дей- 
ствующей по программе, называемой программной, — поезд, 
управляемый автомашинистом, обеспечивающим заданное 
расписанием движение по железной дороге. Пример си- 
стемы, осуществляющей слежение и называемой следя- 
щей, — зенитное орудие, управляемое приводом, поворачи- 
вающим ствол орудия в соответствии с перемещением 
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цели. Пример системы, работающей методом поиска (назы- 
ваемой далее поисковой), — авиационный реактивный двига- 
тель, управляемый автоматом, ищущим наиболее эконо- 
мичный режим его работы. В отличие от систем авто- 
матического поиска (САП), к которым относится послед- 
ний пример, системы программные и следящие объеди- 
HAIOTCA под названием систем автоматического регулиро- 
вания (САР). Действия систем автоматического регули- 
рования детерминированы программой или командами, 
тогда как у систем автоматического поиска они являют- 
ся пробными, корректируемыми по их результатам. 

Когда ствол зенитного орудия отклоняется от того 
положения, которое требуется для слежения за целью, 
информация OO этом поступает по каналу обратной свя- 
зи, перерабатывается в вычислительном устройстве и за- 
ставляет исполнительный двигатель поворотом ствола 
устранить отклонение. Так осуществляется управление 
по отклонению. Но отклонение возникает под действием 
какого-то возмущения, например выстрела, создающего 
момент, поворачивающий ствол. [10 специальному кана- 
лу может передаваться информация об этом возмущении, 
заставляющая исполнительный двигатель его компенси- 
ровать, развивая момент, противодействующий моменту 
от выстрела. Таким образом осуществляется управление 
по возмущению. При управлении по отклонению происхо- 
дит исправление ошибок, возникающих в работе системы, 
при управлении по возмущению — их предотвращение. 
Применяется также соединение этих двух методов — 
комбинированное управление. Каждый из этих трех видов 
управления осуществим различными способами. 

Передача всякого сигнала требует времени. Автомати- 
ческим системам, как и всем динамическим системам, 
свойственна инерционность. Поэтому нарушение, вызывае- 
мое в системе возмущающим воздействием, как и самое 
появление возмущения, не во всех случаях может быть 
предотвращено с помощью обратной связи. Если инерци- 
онность системы достаточно мала, а время передачи 
сигнала обратной связи несоизмеримо меньше времени 
нарастания возмущения, то система практически мгновенно 
реагирует на возмущение, компенсируя вызываемые им 
нарушения. Таковы инвариантные системы, в той или 
иной мере нечувствительные к возмущающим воздей- 
ствиям [2.18]. Но при наличии заметной инерционности, 
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а также в тех случаях, когда скорости распространения 
сигналов и нарастания возмущений соизмеримы, обратная 
связь позволяет ликвидировать влияние возмущения 
лишь с некоторым опозданием. Такой метод управления 
может оказаться непригодным, приводя систему в состоя- 
ние самовозбуждения, когда в ней возникают автоколеба- 
ния, Которые сами себя поддерживают и не допускают 
устранения последствий возмущения. Тогда для улучше- 
ния процесса управления система должна реагировать 
не на действующие, а на ожидаемые возмущения, которые 
она должна компенсировать с опережением или их пред- 
сказывать (прогнозировать). 

Системы с предсказанием возмущений, или прогнози- 
рующие системы, легко осуществить, если характер 
возмущений заранее известен. Это хорошо поясняет при- 
водимый Винером пример управления автомобилем на 
обледенелой дороге. Если вести машину обычным спосо- 
бом, то она забуксует, прежде чем водитель успеет 
что-либо сделать. Поэтому надо действовать рулем рыв- 
ками, не настолько сильными, чтобы вызвать большое 
скольжение, но достаточными, чтобы водитель ощущал, 
не грозит ли машине буксование. Это — пример компен- 
сации возмущений. В случаях возмущений менее опреде- 
ленного характера необходимое предсказание может быть 
сделано лишь на основании изучения (статистической 
обработки) возмущений, возникавших в течение гекоторого 
времени. Если при этом такому же изучению подверга- 
ются меры компенсации возмущений и достигнутые резуль- 
таты, после чего делаются выводы о целесообразном 
поведении системы в новых условиях, то система способна 
анализировать свой опыт и на его основе находить реше- 
ния новых задач. Действующие так системы называют 
обучающимися. Если оценку решений, находимых систе- 
мой на основе своего опыта, делает человек, то система 
обучаемая. Обучаемыми системами являются, в частности, 
перцептроны. Если ту же оценку делает автоматическое 
устройство, отключаемое по окончании обучения, то 
система автоматически обучаемая. И если такое устрой- 
ство входит в состав системы, то она может быть названа 
самообиучаемой. 

Предсказание означает расширение функций управляю- 
щего автомата, позволяющее анализировать условия 
и обстановку работы системы и вырабатывать требования 
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к управлению на основе информации, получаемой и пере- 
рабатываемой достаточно долго. Учет опыта своей работы 
означает, что система пользуется не только текущей 
информацией, но и накопленной и обработанной информа- 
цией за более или менее длительное время. В этом случае 
обратная связь не только корректирует действие системы 
в каждый момент времени, но и вырабатывает линию 
поведения как продолжение предыдущей, это — обратная 
связь линий поведения. 

Действие такой обратной связи можно пояснить на 
уже разобранном примере управления зенитным орудием. 
В этом случае управление должно обеспечить встречу 
снаряда и поражаемой им цели. Самолет маневрирует, 
и, чтобы успешно вести огонь, нужно прогнозировать 
его движение, учитывая его технические характеристики 
и наблюдаемое поведение. Повторение такого прогноза 
в ряде случаев показывает, когда он был правилен, 
а когда ошибочен, и позволяет учитывать этот опыт 
в очередном случае, каждый раз его пополняя. Система, 
работающая таким образом, управляет своим поведением. 
Запоминая опыт своей работы, она делает и долгосроч- 
ный прогноз. Учитывая такие условия, как погода, рельеф 
местности, тип и тактику цели, она вырабатывает закон 
преследования. Такого рода системы, предназначенные 
для противовоздушной обороны США во время второй 
мировой войны, создавал Винер, вводя в технику свойства 
и принципы действия живых организмов. Эта работа 
Винера стала важнейшим этапом развития кибернетики. 

Выбирая линию поведения при вновь встретившихся 
условиях, автоматическая система может оказаться не 
приспособленной к наилучшему решению стоящей перед 
ней задачи. Наиболее совершенные системы в таком 
случае самонастраиваются, т. е. изменяют свои свойства 
таким образом, чтобы могло быть достигнуто наилучшее 
решение. Они вырабатывают оптимальную программу 
такого изменения или стратегию управления [2.17]. 

Самонастраивающиеся системы изменяют свое устрой- 
ство в зависимости от изменения условий и течения 
процесса управления. Простейший вид таких систем — 
экстремальные, обеспечивающие экстремальное (максималь- 
ное или минимальное) значение какой-либо регулируемой 
величины. Задачей экстремального регулирования являет- 
ся, например, поддержание максимального коэффициента 
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полезного действия энергетической установки при измене- 
нии режима ее работы. Это может быть авиационный 
реактивный двигатель, к. п. д. которого поддерживается 
постоянным при изменении скорости полета и других 
влияющих факторов посредством изменения сечения сопла. 
Но может быть и так, что положение и уровень экстре- 
мума неизвестны, и система должна их находить. Изменяя 
положение регулирующего органа, система сравнивает 
последовательно получающиеся значения регулируемой 
величины. Если оказывается, что экстремум пройден, то 
происходит реверс регулирующего органа и т. д. Системы, 
ищущие экстремум, являющийся переменным по положе- 
нию и величине, называют оптимальными. Такая система, 
например, может задавать самолету режим полета, обеспе- 
чивающий наибольшее значение расстояния, проходимого 
за счет расхода единицы горючего, в условиях обледене- 
ния, для которых режим полета нельзя задать заранее, 
так как изменение аэродинамических свойств самолета 
зависит от характера обледенения. 

Заметим, что проходя экстремум и возвращаясь к нему, 
система его «запоминает». Здесь, следовательно, имеет 
место простейшее накопление информации. 

Еще более совершенные системы — самоорганизующиеся. 
В этих системах по ходу процесса управления изменяется 
не только устройство, но и принцип действия В них 
происходит, например, изменение знака обратной связи, 
ставящее систему в наиболее выгодные условия, причем 
важную роль получают положительные обратные связи 
[2.13]. Такие автоматические системы в наибольшей мере 
подобны живым организмам. С обучающимися и самонаст- 
раивающимися их называют самоприспосабливающимися 
системами или системами автоматической адаптации, т. е. 
автоматического приспособления. 

Управление наиболее эффективно при наилучшем 
использовании энергии и всех других ресурсов. Такое 
управление называют оптимальным [2.12], а осуществляю- 
щие его системы — автоматическими оптимизаторами. 
К достижению оптимального управления следует стремиться 
при создании автоматических систем. Однако это не 
всегда возможно и не во всех существующих системах 
можно осуществить оптимальное управление. Поэтому 
задачей технической кибернетики должно быть изучение 
(проектирование, построение и исследование — синтез 
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и анализ) всевозможных автоматических управляющих 
систем, а не только обеспечивающих оптимальное управ- 
ление. 

Простейшими автоматическими системами являются 
системы автоматического регулирования. Одной из древ- 
нейших САР было устройство, которым снабжали ветряные 
мельницы, чтобы поворачивать их крылья против ветра. 

Первой из известных в истории САР была следящая 
система, построенная в XVI B. Агостино Рамелли (1530— 
1590 гг.) — итальянцем, служившим во Франции в качестве 
военного инженера '. Это была водяная мельница, в кото- 
рой подача зерна на жернова автоматически регулирова- 
лась в зависимости от твердости зерна и количества воды, 
поступающей из реки, при этом на жернова поступало 
столько зерна, сколько они могли перемолоть (если зерна 
много, то жернова засоряются, если мало, то они разго- 
няются и нагреваются). Эта система уже имела, очевидно, 
обратную связь между жерновами и зерном. Первую элект- 
рическую следящую систему построил в 1867 г. А. П. Да- 
выдов на батарее «Не тронь меня» в Ревеле. Наиболее 
совершенные АУС возникли в результате объединения 
достижений, полученных в развитии автоматических регу- 
лягоров от регулятора ветряной мельницы и вычисли- 
тельных машин от механической машины Паскаля, по- 
строенной в 1642 г. 

Рассмотренные принципы действия автоматических си- 
стем существуют также в организмах и социально-эконо- 
мических системах управления. Действие органической 
системы легко наблюдать, на примере зрительной обрат- 
ной связи, корректирующей наши движения. Это действие 
бывает то форсирующим, то демпфирующим, т. е. обратная 
связь меняет знак. Мы работаем с предсказанием новых 
условий, учитываем свой опыт, обучаясь на нем, изменяем 
характер своих действий в соответствии с изменением 
обстановки. 

В социально-экономической системе обратная связь 
выражается в проверке выполнения, контроле качества и 
учете эффективности плановых работ и мероприятий. И здесь 
имеет место предсказание новой обстановки, учет опыта, 
обучение и изменение принципа действий. 

1 Учителем Рамелли был Мариньяно, один из лучших полковод- 
цев того времени, вышедший из школы Леонардо да Винчи. _ 
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Обратная связь, учет опыта и прогноз предстоящих, 
условий работы — вот то общее, что характеризует управ- 
ляющие системы во всех областях, где они существуют, 
и 4TO делает возможным их изучение с общих позиций 
кибернетики. Целью такого изучения должно быть управ- 
ление всеми процессами, происходящими в мире, их под- 
чинение задачам человеческого общества. 

Примеры. 1. Человек, стоящий на платформе, которая дви- 
жется с переменной скоростью, подвергается возмущающим воз- 
действиям сил инерции. Чтобы удержаться на ногах, он должен 
управлять своим телом, сопротивляясь этим силам. Здесь имеет 
место управление, имеющее целью стабилизировать положение че- 
ловека относительно платформы. Он может осуществлять это управ- 
ление двояко: с помощью обратной связи или посредством компен- 
сации. Обратную связь дает кинестетическое ощущение нарастаю- 
щего воздействия, которое человек уравновешивает противополож- 
ным усилием. При очень быстром нарастании воздействия человек 
такое усилие развить не успевает, т. е. обратная связь не обеспе- 
чивает управление. Компенсация — это усилие, которое человек 
развивает, держась, например, за поручни, когда он предвидит или 
ожидает, что появится возмущение. 

2. Рыси в основном питаются зайцами. Количество рысей уве- 

личивается с ростом количества зайцев, но это приводит к умень- 
шению последних, когда численность рысей достигает некоторого 
предела. Излишек рысей является возмущением, которое устра- 
няется уменьшением числа зайцев. Таким образом, между числен- 
ностью рысей и зайцев имеется отрицательная обратная связь. Но 
количество зайцев уменьшается не сразу — обратная связь дей- 
ствует недостаточно быстро. В результате в системе зайцы — рыси 
возникают автоколебания в численности [2.8]. Это система ‹хищ- 
ник — жертва». 

3. Значительное запаздывание действия обратной связи имеет 
место в химической промышленности, когда обратная связь осуще- 
ствляется движением жидких или газообразных продуктов по трубам. 
В этих случаях уучшие результаты дает управление по методу 
компенсации [2.9]. 

$ 2.3. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ СХЕМЫ И БЛОК-СХЕМЫ 

Всякая автоматическая система имеет две основные 
части, показанные на рис. 2.3: объект управления О и 
автоматическую управляющую систему АУС. Эти части 
соединяются каналами связи Ги 2. По каналу I] идет 
информация от АУС, воздействующая на объект; по ка- 
налу 2 поступает информация о состоянии объекта, с уче- 
том которого вырабатываются управляющие сигналы, не- 
сущие информацию по каналу J. АУС может еще полу- 
чать информацию извне: по каналу 3 — задания, которые 
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она должна исполнять, управляя объектом; по каналу 4 — 
сведения O внешних условиях, в которых находится 
объект, получающий воздействия этих условий по каналу 5. 

На рис. 2.3 представлена простейшая функциональная 
схема автоматической системы. Так называют схемы, на 

_ которых показаны части системы, 
имеющие те или иные функции, 
необходимые для ее работы, и ка- 
налы связи, соединяющие эти ча- 
сти, а также направление пере- 

Рис. 2.3. Простейшая Дачи информации по этим кана- 
функциональная схема лам, указываемые стрелками, как 
автоматической системы на рис. 2.3. Несмотря на разницу 

в назначении и конструкции раз- 
личных автоматических систем, в них всегда можно вы- 
делить части, имеющие одинаковые функции, т. е. испол- 
няющие одинаковые роли, во время действия системы. 
На этом и основано составление функциональных схем. 
Их элементы могут иметь разнообразное устройство. 

Развивая простейшую функциональную схему, изобра- 
женную на рис. 2.3, представим ее в виде, показанном 
на рис. 2.4. Здесь ОО — ок- | 
ружающая обстановка, влияю- 
щая на объект О по каналу 
5, а по каналу 6 — на дат- 
чики обстановки ДО, от ко- 
торых информация поступает 
в канал 4. В канал 2 инфор- 4 
мация поступает от средств 
наблюдения СН, получающих 
сведения о состоянии объекта 
по каналу 7. Канал 3 имеет 
здесь то же назначение, что 
и на рис. 2.3. На рис. 2.5 показана отдельно АУС. Она 
состоит из следующих главных частей: счетно-решающего 
устройства СР, управляющего автомата УА и управляе- 
мого устройства УУ, которым часто является некоторый 
исполнительный механизм. СР получает информацию по 
каналам 2,3 и 4, а также по каналу 11, по которому 
поступают сведения о фактическом состоянии управляе- 
мого устройства. Пользуясь этой информацией, СР выра- 
батывает командную информацию, поступающую B YA по 
каналу 8. Автомат получает также информацию о состоя- 

Рис. 2.4. Функциональная схе- 
ма автоматической системы 
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нии управляемого устройства по каналу 10. На основе 
информации, получаемой по каналам 8 и 10, автомат 
выдает управляющую информацию, которая поступает 
в управляемое устройство по каналу 9. 

В качестве счетно-решающего устройства может быть 
применена управляющая машина (например, электронная 
или пневматическая), перерабатывающая информацию по- 
средством вычислительных и логических операций. Такая 
машина может управлять не только по данным текущей 
информации, поступающей по каналам 2 и 4, но и на 
основании опыта работы системы, т. е. по данным инфор- 
мации, накопленной в течение более или менее длитель- 
ного времени. Пользуясь накопленной информацией, 
управляющая машина может предсказывать условия даль- 
нейшей работы системы и 
управляющие воздействия, 
которые будут требоваться 
в этих условиях. В таком 
случае система является 
самообучаемой (см. $ 2.2). - 

Если управляющая Ma- рис. 2.5. Функциональная схема 
шина является цифровой, автоматической управляющей си- 

то информация на ее вход стемы 
поступает в дискретные 
моменты времени и управляющая информация появляется 
на выходе также в дискретные моменты времени. В этом 
случае автоматическая система является дискретной. 

Если действия, требуемые от системы, сравнительно 
просты и немногочисленны, то самообучение достигается 
и при помощи более простых средств, чем управляющие 
машины. Более простые электрические и даже механиче- 
ские счетно-решающие приборы применяются также в слу- 
чаях, когда не требуется самообучения системы или не 
столь высоки требования к ее быстродействию. Во всех 
случаях, однако, счетно-решающее устройство — будь это 
управляющая машина или простейшая конструкция — 
действует по программе, заданию или по вложенным в нее 
критериям. Программу и критерии задает человек, по- 
строивший или пустивший в ход систему; это и есть 
информация, поступающая по каналу 3. 

В составе АУС могут быть части, изменяющие свой- 
ства и устройство управляющего автомата во время ра- 
боты, в зависимости от информации, поступающей по ка- 
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налам 8 и 10. В этом случае система является самона- 
страивающейся: она изменяется по условиям работы для 
лучшего выполнения своих функций. Примерная функцио- 
нальная схема такой системы показана на рис. 2.6. Кроме 
частей системы и каналов связи, имеющихся в предыду- 
щих схемах и по-прежнему обозначенных, здесь пред- 
ставлены устройства самонастройки УС и коррекции УК, 
управляющая машина УМ и компаратор (сравнивающее 
устройство) К, а также дополнительные каналы связи со 

| стрелками, указывающи- 
ми направление переда- 2 

/ га чи информации по ним. 
7 УМ, получая информа- 

‚| 
E 

цию по каналам 2, 3, 
4 и 11, вырабатывает 
команду, поступающую 

00 в К, где она сопостав- 
ляется с информацией, 

" 4° поступающей по каналу 
ум Аж 40 2, и после корректиров- 

1 ки передается в канал 
3 4 8. По каналу 8 инфор- 

мация идет в YAU УС, 
куда подается также ин- 

Рис. 2.6. Функциональная схема са- формация из канала 11. 
монастраивающейся автоматической 

CHCTEMBI Сопоставляя команду с 
действительным состоя- 

нием УУ, УС вырабатывает меры самонастройки, инфор- 
мацию о которых передает в УК, куда поступает также 
информация из канала 11. УК воздействует Ha YA по ка- 
налу 10 и связано с УС дополнительным контуром об- 
ратной связи. 

В табл. 2.1 приведены примеры реализации функцио- 
нальных схем, представленных на рис. 2.4 и 2.5, в за- 
дачах управления уличным движением и курсом корабля. 
Действие АУС в этих задачах должно обеспечивать воз- 
можно большую пропускную способность магистралей, на 
пересечении которых установлен управляемый светофор, 
и движение корабля по заданному курсу. Для этого 
в частности, датчики подъезжающего транспорта (напри- 
мер, фотоэлектрические или электромагнитные) подают 
информацию, по которой счетно-решающее устройство под- 
считывает количество автомобилей, движущихся по всем 

06



dogudu 
иишаоепоэ4-он 

-19h) 
иги 

е
н
и
ш
е
и
 

в
е
н
ч
и
э
т
и
к
о
и
ь
ч
я
 

r
o
a
u
d
u
 

и
о
з
э
к
А
З
 

и
и
я
э
э
в
и
т
е
и
о
т
а
х
 

eLrodogou 
ихАа 

в
и
н
э
г
о
ш
о
е
н
 

O
J
O
N
D
I
h
U
I
O
L
O
d
O
a
L
I
N
 

и 
о
л
о
н
н
о
и
п
е
л
и
я
е
н
 

вин 
msdogudyy 

B
H
E
O
K
I
A
 

I
H
N
 

-
J
h
H
J
O
F
O
d
O
J
L
I
W
 

и 
э
ч
н
н
о
и
п
е
л
и
а
е
Н
 

э
в
и
к
о
о
ч
и
 | 

q
r
g
e
d
o
y
 

O
d
L
I
M
O
d
L
I
A
 

JONIIN 
-HJOF 

иги 
е
н
и
ш
е
и
 

в
е
н
ч
к
э
т
и
к
о
и
в
ч
а
 

H
I
H
I
O
 
X
M
H
I
L
P
H
I
H
D
 

ч
и
э
т
е
в
о
ш
я
э
д
э
ц
 

и
и
я
э
э
в
и
т
е
и
о
т
а
\
у
 

дофотэяЭ 

21 
Доп 

-OHedL 
о
л
э
т
о
а
е
ж
е
э
ч
н
о
й
и
 
и
л
и
 

(
-
п
-
г
и
 

э
ч
н
д
е
ж
о
н
 

‘
и
т
о
м
о
п
 

иодояэ 
чнишеи) 

LdouIHedL 
имчннэкэичя 

е14он 
-эне4т 

о
л
э
т
о
е
ж
е
э
ч
и
о
п
 

H
A
M
L
E
T
 

- 
i
d
o
u
d
H
e
d
i
 
w
o
y
u
m
A
m
u
a
y
 

og1oHod 
-12А 

 aalmoirmad-on1ahd 
— 

$
7
 

1
e
w
o
l
a
e
 

и
и
т
а
о
в
и
а
е
4
и
А
 

— 
у
л
 

O
d
l
d
:
 

-wod194 
ээшавичедиА 

— 
дл 

H
N
G
O
H
E
L
I
Q
O
 

ихивтек 
— 

о
г
 

еяя0нР1290 
ветоеж^А4хло 

— 
OO 

» 

GHHIToIrQeH 
ея1эЖэ4> 

— 
Н
Э
 

119.00 
— 

О 

виоедох 
моэдАя 

эинэкаедид 
м
э
и
н
э
ж
и
я
и
 

тачньигА 
эннэгаеФи 

д 

чиэхэ» 
HOH 

-
ч
г
е
н
о
и
п
я
н
А
 

ф 
л
н
э
м
э
г
е
 

eheree 
в
е
м
э
е
ш
э
4
 

в
и
н
э
г
а
е
д
и
А
 
O
J
O
N
I
O
H
H
L
E
W
O
L
E
R
 

W
I
L
K
)
 

хАяи 
в
и
н
э
н
э
и
и
Ч
и
 

сикене 
и
ч
н
ч
а
к
е
н
о
и
и
я
н
А
ф
 

Г
о
в
Е
п
и
к
о
е
Е
 ], 

, 

57



направлениям, и по заложенным в него критериям ре- 
шает, какому направлению дать зеленый свет. На пере- 
крестках с небольшим движением эту задачу может ре- 
шать сравнительно простой электронный прибор. Выде- 
ленные машины, которые нужно пропускать внеочередно, 
должны быть снабжены устройством для особого воздей- 
ствия на те же датчики. В более сложных условиях 
система автоматического управления уличным движением 
может быть самообучаемой. 

В простейших задачах управления ряд элементов рас- 
смотренной выше общей функциональной схемы может 

3 отсутствовать. Могут от- 
? сутствовать датчики обста- 

[2% HOBKH, если достаточно учи- 
тывать ее влияние на 
объект по изменению со- 
стояния последнего, т. е. 
с помощью информации от 
средств н . Вэт 

Рис. 2.7. Функциональная схема редств наблюдения OM 
простейшей автоматической си- СЛУЧае отсутствуют каналы 

стемы связи 4 иб. Если ситуа- 
ции, возникающие в про- 

цессе управления, немногочисленны, то излишне и счет- 
но-решающее устройство. Тогда отпадают каналы связи 
и 11, а информация из канала 2 поступает непосред- 
ственно в управляющий автомат. Получающаяся при этом 
функциональная схема изображена на рис. 2.7. В ней не 
может быть самообучения; самонастройка тоже отсутст- 
вует, может отсутствовать и канал связи 10. Канал 3 
теперь подает информацию к средствам наблюдения, к 
которым переходят простейшие функции счетно-решаю- 
щего устройства: сопоставление информации, поступаю- 
щей по каналу 7, с заданными критериями (канал 3) и 
выработка командной информации, передаваемой по каналу 
3, заменяющему, таким образом, канал 8. 

По схеме, изображенной на рис. 2,7, осуществляются 
простейшие процессы автоматического регулирования. В 
этих случаях средством наблюдения служит некоторый 
чувствительный элемент YI, а управляемым устройст- 
вом — регулирующий орган РО, как показано на рис. 2.8. 
Управляющий автомат УА при этом может состоять из 
усилителя У и исполнительного органа ИО, связанных 
каналом [2. Если перемещение исполнительного органа 
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не требует больших усилий или усилие, достаточное для 
этого перемещения, развивает чувствительный элемент, 
то усилитель не требуется и автоматическую регулирую- 
шую систему называют регулятором прямого действия. 
В противном случае, в регуляторе непрямого действия, 
необходимо, чтобы чувствительный элемент приводил 
в действие усилитель, управляющий энергией посторон- 
него источника, за счет которой работает исполнительный 
орган. Эти схемы устройства УА относятся и к ранее 
рассмотренным системам. Чаще встречаются’ автоматы 
с усилителями. Вместо окружающей обстановки в анали- 
зе работы регуляторов рассматривают нагрузку Н объекта, 
обусловленную условиями 
его эксплуатации. 

Простейшие системы ав- 
томатического управления 
действуют, получая лишь 
текущую информацию, без 
ее запоминания для даль- 
нейшей работы. Информа- Рис. 2.8. Функциональная схема 
ЦИЯ, получаемая В НИХ ПО системы автоматического регули- 

каналу обратной связи, рования 
относится к моменту вре-. | 
мени, отличающемуся от момента выработки управ- 
ляющего сигнала лишь на малое время, занимаемое ее 
передачей и переработкой. Следовательно, это текущая 
информация, лишь поступающая с небольшим опозданием. 
Командная информация вырабатывается в таких системах 
несколько раньше ее получения управляющим устройством 
или регулирующим органом, но на основании данных 
о состоянии объекта, полученных с помошью обратной 
связи, т. е. это тоже текущая информация. В отличие от 
простейших автоматических устройств, действующих лишь 
на основе текущей информации, более сложные системы, 
работающие с помощью переработки запоминаемой инфор- 
мации, называют кибернетическими. 

Функциональные схемы, представленные на рис. 2.3 — 
2.8, замкнуты. Замкнутость схемы определяется тем, что 
в ней существует циркуляция информации по замкнутому 
контуру, образуемому каналами связи, при обходе кото- 
рого направление передачиинформации не меняется. Кон- 
туры /—2 на рис. 2.3, /—7—2 на рис. 2.4, 9—10 u —9— 
11 на рис. 2.5, 9—1—7—2 на рис. 2.7, 12—9—1—7—2 
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на рис. 2.8. Это означает, что в рассмотренных схемах 
имеет место не только передача информации от управля- 
ющих элементов (по каналам [, Эи 12), но и обратная 
передача по каналам обратной связи 2, 7, 10 и 11. Об- 
ратная связь может охватывать систему в целом (канал 2) 
или некоторые части системы (канал 10 и 11). Заметим, 
что контур /—5—6—4 на рис. 2.4 по указанным приз- 
накам не является замыкающим систему. 

Функциональная схема можем быть совершенно оди- 
наковой в разных случаях, отнссящихся к работе весьма 
различных систем автоматического управления. Один и 

TOT же элемент функциональ- 
ной схемы получает в каждом 
из таких случаев конструктив- 
ную реализацию, которая может 
быть совсем непохожей на pea- 
лизации того же элемента в дру- 

Рис. 2.9. Блок-схема полу- ГИХ случаях. Например, чувст- 
автоматической системы вительным элементом в одном 

из случаев, приведенных в табл. 
2.1, является гирокомпас, а в другом — датчик подъез- 
жающего транспорта. Элементами некоторых автомати- 
ческих систем могут быть растения и животные. 

Если в функциональной схеме какой-либо автомати- 
ческой системы заменить элементы конструктивными бло- 
ками, то получится блок-схема. При этом некоторые эле- 
менты функциональной схемы могут быть представлены 
одним блоком блок-схемы. В других случаях несколько 
блоков блок-схемы могут представлять какой-либо эле- 
мент функциональной схемы. В литературе встречаются 
также смешанные схемы, содержащие элементы функцио- 
‘нальных схем и блок-схем. 
’ На блок-схемах полуавтоматических систем одним из 
блоков является человек. На рис. 2.9 показана блок-схема 
системы, замкнутой через человека, управляющего маши- 
ной, которая может быть катером, автомобилем, самоле- 
том ит. п. 

Примеры. 1. На рис. 2.10 схематически представлена система 
автоматического регулирования уровня воды в котле паровой ма- 
шины, построенная И. И. Ползуновым в 1764 г. [2.20]. Питающая 
вода поступает в котел по водопроводной трубе в, а пар идет из 
котла в машину. При увеличении расхода пара уровень воды в 
котле понижается, плавающий на поверхности воды поплавок п 
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опускается и открывает заслонку 3, с которой он соединен тягой, 
вследствие чего увеличивается поступление воды в котел и 
ровень воды повышается. Регулятор Ползунова поддерживает 

требуемый уровень воды. В нем нет усили- 
теля, т. е. он является регулятором прямого Це 
действия. 

Представляя систему Ползунова функ- 
циональной схемой, изображенной на рис. 2.8, Г 
имеем: О — паровой котел, Н — расход пара, 
U3 — поплавок, ИО — заслонка, РО — водо- 
проводная труба. Критерий, задаваемый по 
каналу 3, фиксируется длиной тяги. 

2. На рис. 2.11 представлена принципиаль- 
ная схема термостата с простейшим регулято- 
ром температуры. В термостат Т вставлен 
ртутный контактный термометр КТ. Контакты 
термометра должны быть установлены на де- 
лении его шкалы, совпадающем с требуемой 
температурой. При действии электрического на- 
гревателя Н, находящегося в термостате, тем- Puc. 2.10. Автома- 
пература повышается, и высота столбика ртути тическая система 
в термометре увеличивается. Когда температу- Ползунова 
ра достигает требуемого значения, ртуть 
замыкает контакты термометра. При этом за- 
мыкается цепь постоянного тока, питающего катушку контактора К, 
а контактор выключает переменный ток, питающий нагреватель. 
Когда после этого температура начинает понижаться, контакты 
термометра будут разомкнуты и контактор вновь ‘включит питание 

~ нагревателя. Здесь контактор слу- 
| | жит усилителем, так как контакт- 
Е К ру Ч ный термометр — слишком мало- 
7 + мощный элемент, чтобы включать 

| | Г. и выключать питание нагревате- 
ля. Следовательно, рассматривае- 
мое устройство является регуля- 
тором непрямого действия. Поль- 
зуясь и в этом случае функцио- 

| нальной схемой 2.8, имеем: О — 
\ термостат, Н — температура ок- 

ружающей среды, YF — термометр, 
Y u HO -- контактор, РО — элек- 

: Г трический нагреватель. Критерий, 
задаваемый по каналу 3, фикси- 
руется контактами термометра. 

Блок-схема этой системы 
представлена на рис. 2.12. Здесь, 
как показывают каналы связи, 
обозначенные теми же цифрами, 

что и на рис. 2.8, элементы У и ИО функциональной схемы объе- 
динены в блок К (контактор), в связи с чем отсутствует канал 1/2; 
элемент РО заменен блоком ЭН (электрический нагреватель), 
элемент О — блоком Т (термостат), ЧЭ — блоком КТ (контактный 
термометр), элемент Н заменен фактором ТОС (температура 
окружающей среды). 

Рис. 2.11. Принципиальная схе- 
ма термостата с простейшим 
регулятором температуры 
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На рис. 2.13, а представлена общая схема системы 
наведения ракеты-перехватчика, предназначенной для по- 
ражения воздушной цели. Следящий за целью радиоло- 
катор СЦИГ предназначен для своевременного обнаруже- 
ния цели и последующего ее сопровождения и позволяет 
получать информацию о координатах цели в пространстве. 
Вычислительная машина ВМ определяет по этим данным 

будущую траекторию поле- 
та цели. Аналогичную ин- 
формацию о координатах 
ракеты-перехватчика выра- 
батывает радиолокатор, 
следящий за ракетой СРА. 
Сравнивая траектории по- 

Рис. 2.12. Блок-схема простейшей лета ракеты и цели, вычи- 
системы автоматического регули- 

рования температуры слительная машина опре- 
деляет необходимые изме- 

нения в траектории ракеты с тем, чтобы обеспечить 
поражение цели. Соответствующие управляющие сигналы 
с помощью радиопередающего устройства РП направляют- 
ся в ракету и используются для корректировки траекто- 
рии ракеты, имеющей для этого специальную систему ав- 
томатического управления. Блок-схема такой системы 
изображена на рис. 2.13,6. Разница между действитель- 
ными и требуемыми координатами ракеты усиливается 
усилителем У, а затем превращается в механическое пе- 
ремещение рулевых устройств, которые перемещаются с 
помощью исполнительного двигателя ИД. 

$ 2.4. АЛГОРИТМЫ 

При подаче информации на вход любого элемента 
автоматической системы на выходе его появляется инфор- 
мация, воздействующая на какой-либо другой элемент, 
как это показывает функциональная схема системы. 
В соответствии с этим действие автоматической системы 
можно представить в виде некоторой последовательности 
актов переработки информации, происходящих в ее эле- 
ментах. Процесс управления можно рассматривать, соответ- 
ственно, как последовательность некоторых элементарных 
актов переработки информации. Эта последовательность 
может изменяться в зависимости от выполнения или 
невыполнения некоторых логических условий. Совокупность 
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предписаний, определяющих требуемую последователь- 
ность актов переработки информации в процессе управле- 
ния, есть алгоритм этого процесса. Слово алгоритм взято 
из математики, где оно обозначает предписание о порядке 

Ра лета (ель 

q) 

CPA РП | CHUN 

_ BM < 

6) __ 
Г Ракета 1 
! 

. | 
| 
1 |Р00и0:- | 

прием. bed у ИЛ Рули Ты 
у Min panems 

| | | 
— | | 

| Измерц- || | INCABH BIL | ag г | 
| гироскоп | | 

| . Ш 
Е ИИ 4 | 

| 

| 

РП at BM 

TL. CUA 

Рис. 2.13. Блок-схема системы наведения ра- 
кеты-перехватчика на воздушную 

цель 

выполнения операций, необходимых для’ решения задач 
некоторого типа. Оно происходит от имени математика 
Аль-Хорезми (IX в.), составившего правила четырех 
арифметических действий в десятичной системе счисления. 
Алгоритм автоматической системы описывает ее работу, 
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показывая, как осуществляются происходящие в ней про- 
цессы. Он служит, таким образом, для исследования 
(или анализа) такой системы. Но может быть задан про- 
цесс управления, состоящий из некоторой последователь- 
ности актов переработки информации. Тогда алгоритм 
этого процесса является заданием для построения (или 
синтеза) реализующей такой процзсс автоматической сис- 
темы. В обоих случаях составление алгоритма означает 
алгоритмизацию рассматриваемой автоматической системы 
в первом случае и заданного процесса управления во втором. 

обозначим акт переработки информации, имеющий 
порядковый номер т, через Am, а Р-е по порядку логи- 
ческое условие — /,. Выражение, показывающее последо- 
вательность актов в зависимости от определяющих ее логи- 
ческих условий, называют логической схемой алгоритма, 
а акты и условия — членами этой схемы. 

Рассмотрим два наиболее употребительных способа 
записи логических схем алгоритмов. 

При записи схемы по первому способу после каждого 
логического условия ставится стрелка 1 с некоторым HO- 
мером. Эта стрелка указывает, что в случае невыполнения 
условия, после которого она поставлена, происходит не 
следующий по схеме акт, а другой, перед которым ста- 
вится стрелка | с тем же номером [2.4]. Когда логиче- 
ское условие выполнено, пишут / = |, если же не выпол- 
нено, то / =0. Условие, которое никогда не выполняется, 
называют тождественно ложным и обозначают через 
w. Поставленная после пего стрелка * позволяет неогра- 
ниченно повторять предшествующую часть алгоритма, 
начинающуюся после стрелки | с тем же номером. Если 
в некоторых случаях процесс прекращается после какого- 
либо логического условия, то это отмечается условием 
остановки, обозначаемым далее через $. Если после неко- 
торого логического условия следует тот или иной из 
дальнейших актов, в зависимости ‘от выполнения или 
невыполнения этого условия, то схему алгоритма удобно 
писать в две строки. Так, в схеме 

3 2 1 

Ay} Aglit A 
у Y Hit | А AgAgla t s (2.1) 

+ A 
после A, наступает A,, если Д==| и Ay, если 1, =0, 
после чего процесс идет одинаково в обоих случаях. 

64



Во втором способе записи логических схем алгоритмов 
стрелка заменяется знаками перехода '[2.6]. Если в случае 
выполнения логического условия следует акт, записан- 
ный вслед за ним, то никакого знака не ставят, как не 
ставят стрелки и в первом способе. Если же в этом слу- 
чае следует акт, записанный дальше, то после логического 
условия ставится знак [Г с некоторым номером сверху, 
а перед актом, который должен наступить, — знак | 
(называемый правым) с таким же номером снизу. Такой 
же знак с некоторым номером ставится перед актом, 
наступающим при невыполнении логического условия, 
после которого в этом случае должен стоять зпак |. 
(левый) с тем же номером. Если после какого-либо логи- 
ческого условия необходимы оба знака, т. e. Ги |, то 
они объединяются в знак [ ̀ . Знак | с некоторым номе- 
ром ставится также после акта, за которым следует не 
акт, написанный рядом с ним справа, а стоящие в дру- 
гом месте схемы акт или условие, предшествуемые в таком 
случае знаком _| с тем же номером. На последователь- 
ность соседних актов и условий не влияют стоящие 
между ними знаки перехода. 

Пользуясь указанными правилами применения знаков 
перехода, легко представить схему ‘алгоритма (2.1) в сле- 
дующем виде: 

- А; | Аз г Аз Jj Aa _Jlel As Abts s. (2.2) 
3 91 2 3 

Для составления логической схемы алгоритма необхо- 
MMO рассмотреть процессы, происходящие в системе, и 
выявить, из каких элементарных актов переработки ин- 
формации складываются эти процессы и какими логиче- 
скими условиями определяется последовательность таких 
актов. Для примера составим логическую схему алго- 
ритма работы регулятора температуры, рассмотренного 
в примере 2 предыдущего параграфа. 

Если регулятор достаточно долго не был включен, то 
в термостате устанавливается температура, равная темпе- 
ратуре окружающей среды. После включения ход про- 
цесса зависит от переменного соотношения двух тепловых 
потоков: потока (@!, получаемого термостатом от нагрева- 
теля, и потока Qy, теряемого термостатом в окружающую 
среду. 
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Пусть заданная температура выше температуры окру- 
жающей среды. Тогда при включении регулятора кон- 
такты термостата разомкнуты, и контактор замыкает цепь 
переменного тока. Включенный нагреватель повышает 
температуру до заданного значения. При этом столбик 
ртути перекрывает контакты термостата, и контактор 
разрывает цепь нагревателя. Последний начинает охлаж- 
даться, но в течение некоторого времени остается (:>>(», 
вследствие чего температура в термостате продолжает 
повышаться. Затем она начинает падать при выключенном 

нагревателе, пока не достиг- 
Г . нет заданного значения. При 

этом размыкаются контакты 
---`° термостата, вновь включается 

нагреватель, но пока он ра- 
зогреется Q; < Qe, температу- 
ра продолжает падать. Затем 
она начинает повышаться и 
повторяется предыдущий про- 
цесс. 

“= Процесс регулирования со- 
° стоит из участков 0, 1, 2, 

Рис. 2.14. Автоколебания в си- Зи 4, показанных Ha рис. 
стеме автоматического регули- 9.14 и поясняемых табл. 9. 

рования температуры 
Как видно, температура в 
термостате колеблется около 

заданного значения с периодом, равным &— В. Причина 
этих колебаний — тепловая инерция‘ нагревателя, т. е. 
свойство системы, не зависящее от внешних воздействий. 
Это автоколебания, называемые так в отличие от коле- 
баний, вызываемых внешними причинами, например 
изменением температуры окружающей среды. 

Выясненная картина регулирования температуры пока- 
зывает, что процесс состоит здесь из следующих элемен- 
тарных актов переработки информации: 

A, — температура — высота й столбика ртути, 
А. — й > выключение нагревателя, 
Аз — й—> включение нагревателя. 
Как видно из рис. 2.14 и табл. 2.2, акт А, может 

наступить после акта A; только при том условии, что 
температура Т в термостате, повышаясь, достигла задан- 
ного значения То. После этого должен опять происходить 
акт Ay; акт Аз может наступить лишь тогда, когда темпе- 
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Таблица 2.2 

Работа простейшего регулятора температуры 

Участок Состояние , 
Время процесса нагревателя Гепловой баланс 

to — Включастся Слева О, = Оз 
Справа О, >> О. 

t,—¢, 0 Включен 9, > 0, 
Е —  Выключается (©, > Qs 

1—6 ] Выключен О, > Оз 
ts — То же ° Qi = Оз 

| — [4 2 « Q: < Qs 

ts — Включается 9, < О: 
t, —t, 3 Включен 9, < Qs 

ts — То же 0: = 0: 
t,—t, 4 « 9, > 0. 

t — Выключается 9, > Qe 
t, —t, 1 Выключен О, > О: 

ит. д. 

ратура достигнет значения 7) в процессе понижения. 
Следовательно, последовательность элементарных актов 
переработки информации должна подчиняться двум логи- 
ческим условиям, которые записаны в табл. 2.3: на уча- 
стках 0, Зи 4 4—0, l2=1; на участках Ги 2 И=1, 
В —0. 

Таблица 2.3 

Логические условия процесса 
регулирования температуры 

| 0 ! 

l, T<T, Т = Г, 
ly T>T, тТ<Г 

Отсюда следует, что логическая схема алгоритма имеет 
ВИД 

1,3 | 2 2 3 

| Al, 1 Ay | А: 1 Аз + 

ИЛИ | 

Ayle | Азо |. 

2 3 
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Тождественно-ложное условие ®, поставленное в конце, 
означает, что процесс, записанный левее, при включенном 
регуляторе повторяется бесконечно. 

< помощью логических схем алгоритмов можно описать 
и исследовать переработку информации и в значительно 
более сложных системах. Составление и анализ этих схем — 
основа применения вычислительных машин в АУС, а также 
моделирования процессов управления. Не всегда возможно 
построить универсальный алгоритм, описывающий все слу- 
чаи действия сложной системы, но всегда можно пользо- 
ваться частными алгоритмами, определяющими часть та- 
ких случаев, практичебки важных для решения той или 
иной задачи [2.15]. 

Логические схемы алгоритмов можно подвергать равно- 
сильным преобразованиям, в результате которых получаются 
схемы разного вида, описывающие один и тот же процесс. 
Такие преобразования целесообразны, когда приводят к 
упрощению логических схем. Например [2.16], схему ал- 
горитма 

5 
А J AeL J& ff Аз А, | Ass ‚ (2.3) 

1 2 31 13 2 4 5 

можно заменить двумя более простыми схемами 

Ail; Г - A; . Ags (2.4) 

И 

] 4343. | (2.5) 
2 2 

Последняя схема означает бесконечное повторение по- 
очередно следующих друг за другом актов АД. и Аз. Запи- 
санная с помощью первого способа (стрелок) схема алго- 
ритма (2.5) выглядела бы так: 

1 ] 

| AcsAw 1 . 

Отсюда видно, что знаки перехода избавляют от необхо- 
димости вводить в схему тождественно-ложное условие. 

Вводя правило записи, по которому 

k k 
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схему алгоритма (2.4) можно представить в более простом 
виде 

5 

Ail, Г Ay 2 Ass. (2.7) 

Схемы алгоритма (2.7) и (2.5) являются равносильными 
схеме (2.3). При составлении равносильных схем употре- 
бительны подобные (2.6) выражения равносильностей, как, 
например, 

k 
=, (2.8) 
ik i 

[2 

17 1==.. (2.9) 
ЕЕ t 

Автоматические управляющие системы можно класси- 
фицировать по признакам, характеризующим алгоритмы 
их работы. В основном здесь различаются детерминиро- 
ванные алгоритмы САР и недетерминированные алго- 
ритмы САП. Самоорганизующиеся системы работают по 
самоорганизующемуся алгоритму, изменяющемуся по ходу 
процесса управления. Это характерно и для ОУС. 

Примеры. 1. Последовательность элементарных актов перера- 
ботки информации по алгоритму (2. 1) имеет вид: 

при [1 = 0, /,=1, [3 = 

А, А.А. А, Ag 

— процесс окончен; 
при д = l, [5 = l, l, = 0 

А, А. А. А, Аз А,. .. 

— процесс продолжается бесконечно. 
2. По алгоритму (2. 7) последовательность актов такова: 
при / =0 

А, А. А, 

— процесс окончен; 
при #1 =! 

А, А, 
— процесс окончен. 

$ 2.5. БУЛЕВА АЛГЕБРА 

В результате применения математической символики 
к формальной логике в прошлом веке возникла новая 
наука — математическая логика. Важнейшим для кибер- 
нетики разделом этой науки является булева алгебра, 
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называемая так по имени выдающегося английского мате- 
матика Джорджа Буля. В книге «Исследование законов 
мышления», изданной в 1854 г., Буль писал: «Назначение 
настоящего трактата — исследовать основные законы тех 
операций ума, посредством которых производится рас- 
суждение; выразить их на символическом языке некоторого 
исчисления и на этой основе установить науку логики 
и построить ее метод; сделать этот метод основой общего 
применения математической доктрины вероятностей; и, 
наконец, собрать из различных элементов истины, выяв- 
ленных в ходе.этих изысканий, некоторые правдоподобные 
указания относительно природы и строения человеческого 
ума» [2.1]'. 

Булева алгебра оперирует с высказываниями. Алгебраи- 
ческому правилу математики «обратная величина обратной 
величины есть эта (последняя) величина» аналогично пра- 
вило булевой алгебры: «отрицание отрицания высказыва- 
ния есть само это высказывание. Для автоматических 
систем под высказываниями следует понимать состояния, 
в которых могут находиться системы или их части. Выска- 
зывание может быть либо истинным, либо ложным. На- 
пример: 

«Катушка реле Р возбуждена» — хи. 
«Нормально открытый контакт реле Р разомкнут» — хе. 
«Нормально закрытый контакт реле Р разомкнут» — хз. 
Два высказывания х и у будем называть равными 

и писать х==у, если они одновременно истинные или 
одновременно ложные. Так, х! = хз, что следует из опре- 
деления нормально закрытого контакта. 

Высказывание х называется отрицанием высказывания у 
(это записывается х==й), если х— истинно, когда 
у — ложно, и х — ложно, когда у — истинно. В приведен- 
ных примерах х. =, что есть, по существу, определение 
нормально открытого контакта. 

Таким образом, высказывание есть переменная, при- 
нимающая два значения: истина или ложь (сокращенно И 
или Л). В приведенных примерах значение высказы- 
ваний хз и х; определялось значениями высказывания Xj. 
Можно считать х, независимой переменной, а хз и хз зави- 
симыми переменными. 

* Цитировано по [2.71]. 
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Из двух высказываний х и у можно образовать сложное 
высказывание 2, значение которого (истинность или лож- 
ность) будет определяться значениями высказываний х и и. 

Высказывание 2 называется дизъюнкиией высказыва- 
ний ХИ Y, если оно ложно тогда и только тогда, когда 
одновременно ложны высказывания х и у. Символически 
логическая зависимость 2 от X и у записывается так: 
2=х\/ у. Читается: «х или у. Например, на схеме, пред- 
ставленной на рис. 2.15, может быть: 

«контакт реле Py 3aMK- 4 _ 
HYT — №, 9 7 

«контакт реле МР. замк- НН ллл 
HYT — Xo; A 

«контакт реле Py, замкнут ¢— a 
или контакт реле Р., замк- 7 р 

"7 катушка контактора К воз { } Г (4 - =— 
буждена» — х,; 

«контакт К замкнут» — Xz. Рис. 2.15. Схема управлс- 
Здесь ния маломощным двигате- 

и що лем постоянного тока (к 
ХВ = Х4 == Хз ==! \/ Ха. примеру дизъюнкции двух 

высказываний 
Дизъюнкция характеризует- 1 ) 

ся табл. 2.4. 
Высказывание 2 называется конъюнкцией высказыва- 

ний хи у, если оно истинно тогда и только тогда, когда 
одновременно истинны высказывания хи и. Записывается 
это так: Z==X-y и читается «хи у». Например (рис. 2.16), 

Xy — Хи == № = Л! . №, 

где xX, обозначает высказывание: 
«контакты P,; и Py замкнуты»; хи, Xe, X, H Ху TO Же, что 
и в предыдущем примере. 

Конъюнкция характеризуется табл. 2.5. 
Высказывание 2 называется импликацией высказыва- 

HHH хи и, если оно ложно тогда и только тогда, когда x — 
истинно, а у— ложно. Записывается это так: г =х=>у 
и читается: «если x, то у». Например (рис. 2.17): 

«катушка реле P; возбуждена» — хи; 
«катушка реле. Pg возбуждена» — Xo; 
«если катушка реле P; возбуждена, то и катушка 

реле Р. возбуждена» — хз; 
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«катушка контактора К возбуждена» — хи. 
Здесь 

X4 — Хз = Xx; => Xo. 

+ 
‹ ©]

 

› + - 

] nv 
OA 

an 

toa ¥ A ии ©) 1] 

K | и Я , 
р р [| { 

и. —и_— 

Рис. 2.16. Схема управле- Рис. 2.17. Схема управления. 
ния маломощным двигателем маломощным двигателем по- 
постоянного тока (к приме- стоянного тока (к примеру 
ру конъюнкции двух вы- импликации Двух высказы- 

сказываний) ваний) 

Таблица 2.4 Таблица 2.5 

Дизъюнкция Конъюнкция 

Xx y xVy Xx y х.у 

Л Л Л Л J] Л 
И J] И И Л Л 
Л И И Л И Л 
И И И И И 

Таблица 2.6 Таблица 2.7 

Импликация Равнозначность 

Xx У x=>>y х У ху 

Л J] Л Л И 
И J] Л И J] Л 
Л И И J] И Л 
И И И И И И 

Импликация характеризуется табл. 2.6. 
Высказывание Z называется равнозначностью высказы- 

ваний хи у, если оно — истинно, когда х и и одновре- 
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менно истинны либо одновременно ложны. Записывается 
это Так: Z==X~ у, читается: «х равнозначно у. Напри- 
мер (рис. 2.18), 

где х1, X, H X, те же высказывания, что и в предыдущем 
примере. Равнозначность характеризуется табл. 2.7. 

Дизъюнкция, конъюнк- 
ция, импликация и равно- 
значность являются логи- 
ческими функциями двух | ` 
переменных, принимающи- Л й и 
ми значения вместе CO Г] [+] 

своими аргументами из од- LJ Lo 

% 

о!
 

ного и того же двух элемент- 
Horo множества {И, Л}. В 

технических приложениях ров, Фрагмент релейно-кон- 
элементы этого множества —такторной схемы (пример равно- 
чаще обозначают через 0 значности двух высказываний) 
и 1, а сами функции на- 
зываются переключательными, или булевыми, функциями. 
Другие переключательные функции двух аргументов — 
двухместные функции — могут быть представлены в виде: 
суперпозиции вышеперечисленных и функции отрицания 
[2.14]. 

Непосредственной подстановкой всех возможных зна- 
чений независимых` переменных проверяется справедли- 
вость тождеств 

Po 

1 => Xg= XV x, 

Xp Ха = (X1 => Xe) (Xg=> Х), 

которые показывают, что для записи всех переключа- 
тельных двухместных функций достаточно трех функций: 
дизъюнкции, конъюнкции и отрицания. Непосредственно. 
проверяются и следующие три тождества: 

of
l 

=X, 

Хи Xy= X VV Xa, 

ж \/ X= 1 49. 
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Алгебраическая операция, задаваемая конъюнкцией на 
множестве {0, 1}: 

0.0 —0 
0.1=0 
1.0—0 
1.1 =] 

называется логическим умножением. Алгебраическая опе- 
рация, задаваемая дизъюнкцией на множестве {0,71}: 

называется логическим сложением. Эти две операции обла- 
дают следующими свойствами: 

1. Сложение и умножение коммутативны: 

хМу=у\/х, х.у=у-х. 
2. Сложение и умножение ассоциативны: 

(хМу Мг=х\У (и\ 2), (4-9) 2=x-(y-2). 
3. Справедливы два дистрибутивных закона: 

(х\/У.2=(х.2) М (у.2), (Hy) V2z=(%V2)-Y V2). 
Обозначим через | тождественно истинное высказыва- 

ние, т. е. истинное при всех значениях независимых пе- 

K 

Г] Я 
LP 

Рис. 2.19. Фрагмент релейно-кон- 
такторной схемы (пример тождест- 

венно-ложного высказывания) 

ременных, а через 0 — тождественно-ложное высказывание 
(ложное при всех значениях независимых переменных). 
Например, высказывание: «катушка К возбуждена» 
(рис. 2.19) тождественно ложно, так как катушка К 
обесточена при любом состоянии реле Р1. Справедливы 
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следующие тождества: 

x-l=x х\/1=1 

x-0=0 х\/0=х 

ХХ = х\/х==х 

х.х=0 x\/x=1 

Устройства или элементы, выполняющие операции 
отрицания, конъюнкции и дизъюнкции, имеют названия, 
соответственно, «HE», «И» и «ИЛИ». Элемент «НЕ» выдает 
сигнал на выходе при отсутствии сигнала на входе (на- 

$ 9 $ < 

P,P» 
mine 

р, 2 7 
Pp Po 

Рис. 2.20. Две функционально равнозначные схемы 

пример, реле замыкает цепь при снятии возбуждения). 
Элемент «И» дает выходной сигнал при наличии сигна- 
лов на двух его входах. Элемент «ИЛИ» выдает сигнал 
при наличии сигнала на одном из входов. Более слож- 
ные элементы «И — НЁ» и «ИЛИ — НЕ». Первый из них 
выполняет операцию Шеффера, второй — операцию Пирса. 

Примеры. |. Дано: 2 =Р,.(Р, —Р:) -Р.. Записать высказыва- 
ние 2, пользуясь дизъюнкцией, конъюнкцией и отрицанием. 

2=Р,.(Р, => Ps): (Ps => Pi) - Pa = 

=P, +(P, V Р») . (Ps V Pi) Pa = 

= (P,-P, V Р,-Р,) -(P,+Ps V Py- Ps) = 

= (0 V Py- Ps): (0 УР, -Р.) =P, + Py + Py: Ps. —=Р,.Рь 

Установленное тождество Р,. (Р. —Р,) -Р., =Р.Р, можно проил- 
люстрировать функциональной равносильностью двух схем (рис. 2.20). 
Катушка контактора K B обоих случаях возбуждена только при 
одновременном возбуждении катушек реле Py и Py. 

2. С помощью символов дизъюнкции и конъюнкции можно на- 
писать вдобавок к равносильностям (2.6), (2.8) и (2.9) следующие 
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равносильности [2.16], упрощающие запись логических схем алго- 
ритмов: 

$ 2.6. СИГНАЛЫ 

Под влиянием управляющих и возмущающих воздей- 
ствий в автоматической системе возникают сигналы, 
являющиеся материальными носителями информации об 
этих воздействиях. Сигнал представляет собой некоторый 
процесс, описываемый изменением какой-либо физической 
величины во времени. Такая величина описывает или 
изображает какой-либо параметр системы, т. е. передает 
информацию о нем. Например, напряжение на выходе 
термоэлемента описывает измеряемую температуру. Дей- 
ствие системы зависит от характера преобразований и 
условий передачи сигналов. 

Употребляются сигналы, весьма различные по физи- 
ческой природе. Это показано в табл. 2.8, где перечи- 
слены виды сигналов в каналах связи функциональных 
схем, рассмотренных в табл. 2.2 (каналы занумерованы 
по рис. 2.4 — 2.8). Канал 38, по которому в систему 
вводятся критерии, определяющие ее действие, или про- 
грамма, в таблицу не помещен. Другие каналы, как видно 
из таблицы, могут представлять собой разнообразные пути 
распространения сигналов. Вообще это могут быть свето- 
вые лучи, электрические цепи. пути распространения тепла, 
акустических колебаний, механических, гидравлических, 
пневматических и метеорологических воздействий и т. п. 

Сигналы каждого вида отличаются физическими ха- 
рактеристиками, свойственными этому виду, в зависимо- 
сти от чего изменяется их смысловое (или семантическое) 
значение. Световые сигналы, например, имеют разный 
цвет. Совокупность их цветов позволяет однозначно выра- 
зить все сообщения или команды, которые могут быть 
необходимы в задаче управления движением, решаемой 
с помощью таких сигналов. Соответствие между множест- 
вом сигналов, получаемым варьированием физических 
характеристик сигнала какого-либо вида, и множеством 
передаваемых сообщений называют изоморфизмом. 
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Воздействие сигнала на какой-либо блок системы 
всегда требует некоторой работы. Следовательно, сигнал 
должен иметь достаточную мощность. При недостаточной, 
например, мощности электрических сигналов, которые 
должны вызывать какие-либо механические. перемещения, 
этих перемещений не произойдет, и система перестанет 
действовать. При наличии усиления требуемая мощность 
сигнала определяется работой, необходимой для воздей- 
ствия на усилитель. 

Таблица 2.8 

Виды сигналов в каналах связи автоматических систем, 
рассмотренных в табл. 2.2 

Система управления 

Канал 

уличным движением курсом корабля 

| Световой Гидравлический 

2 Электрический Электрический 

4 То же То же 

о Световой или звуковой Гидравлические и аэро- 
динамические 

6 Световой или электри- Те же, а также свето- 
ческий вые, звуковые или радио 

7 То же Механический 

8 Электрический Электрический 

9 То же Механический 

10 о | Электрический 

11 Электрический | То же 

12 То же | ” 

Еще одно требование к сигналу состоит в том, что 
он должен приносить достаточную информацию. Инфор- 
мация должна быть достаточной, чтобы при приеме были 

77 

1



отличимы сигналы, различные по условиям изоморфизма. 
Пусть, например, нужно передавать лишь две команды: 
«вперед» и «назад». При передаче этих команд электри- 
ческими сигналами, изоморфизм может состоять в том, 
что одной команде соответствует положительное напря- 
жение, а другой — отрицательное. Численное значение 
напряжения может быть в обоих случаях одинаковым и 
достаточным, чтобы сигналы были удовлетворительными 
по мощности. Если при передаче сигнала нет помех, то, 
вычисляя получаемую от него информацию / по формуле 
(1.27), следует положить Py= 1/2, Р=1. Тогда 

1— 108. — 1 дв. ед. 
‘le 

Если же на принимаемый сигнал накладываются 
помехи, то P< 1. Это означает отсутствие уверенности 
в том, какой знак имеет принимаемое напряжение. При 
этом [< | дв. ед. Положение будет совершенно неудовлет- 
ворительным при полной неопределенности знака сигнала, 
когда Р—=1/2 и [=0. В этом примере информация, 
приносимая сигналом, может изменяться, в завибимости 
от помех, от нуля до единицы и она может быть до- 
статочной, если ее значение будет ближе к верхнему 
пределу, когда достаточно близка к единице вероят- 
НОСТЬ P. 

Таким образом, сигналы должны удовлетворять тре- 
бованиям изоморфизма и должны быть достаточными по 
мощности и информации. Несоблюдение хотя бы одного 
из этих трех условий ведет к нарушению действия си- 
стемы. 

Следует заметить, что требования достаточной мощ- 
ности и информации могут быть совсем не связаны одно 
с другим. Например, наименьшая мощность сигналов, 
принимаемых по телефону, должна быть достаточной, 
чтобы они были различимы на фоне шумов. При этой 
мощности информация, получаемая по телефону, может 
быть в одних случаях очень мала, а в других — велика. 
Это зависит от того, что ожидается узнать и что узнается 
из телефонного разговора. 

Согласно сказанному, вместо различных воздействий, 
в частности управляющих, будем рассматривать далее 
сигналы, несущие информацию о воздействиях. 
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Пример. Когда огни железнодорожного семафора различимы, 
они всегда дают одно и то же количество информации, равное 
| дв. ед. Сквозь туман зеленый огонь виден хуже красного. Если 
туман настолько плотен, что, подъезжая к семафору, машинист не 
может увидеть .зеленого огня, то в случае, когда движение разре- 
шено, никакого сигнала принято не будет. Не получая сигнала, 
машинист может с равной вероятностью предполагать, что имеет 
место. любой из двух возможных сигналов. Помеха в виде тумана 
дает, таким образом, P = 1/2. Но и P, = 1/2, поскольку может быть 
лишь два сигнала. Следовательно, в рассматриваемом случае 
туман сводит получённую информацию к нулю.



ГЛАВА ИП! 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СИГНАЛОВ 

$ 3.1. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ СИГНАЛОВ 

Рассмотрим элемент системы, получающий информа- 
цию по каналу / и выдающий ее по каналу 2 (рис. 3.1). 
Воздействующий на этот элемент сигнал поступает на его 
вход ($ 2.2) в некоторый момент времени, до которого на 
входе сигнала не было. Примем за начало отсчета вре- 

мени момент появления входно- 
/ | 2 го сигнала, т. е. положим, что 

| сигнал появляется на входе, 
когда время t=O. Положим 

Рис. 3.1. Вход и выход эле- также, что физическая величина, 
мента системы характеризующая входной сиг- 

нал, является непрерывной функ- 
цией времени } (1), называемой описывающей. Функцию 
(Г) подчиним лишь тому условию, что при t=O непре- 
рывны и все ее производные, которые могут быть нужны 
для нахождения сигнала на выходе [3.8]. Тогда сигнал 
х, появляющийся на входе при # =—=0, можно представить 
следующим выражением: 

х (= (ИТ, (3.1) 

где 1 (Г) — единичая функция, определяемая как 

19—10 #<0 
1 ¢>0 

(рис. 3.2). Единичная функция безразмерна. 
Из выражения (3.1) следует, что функция x (¢) непре- 

рывна при #==0 лишь в том случае, когда [:(0) = 0. Ec- 
ли же /[\ (0) =|и--0, то функция хи! (¢) при Е =0 имеет 
скачок, равный fio (рис. 3.3), так как, согласно опреде- 
лению (3.2), 

(3.2) 

x, (2) =0 при #< 0 (3.3) 

независимо от вида описывающей функции f; (4). 
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Передача сигнала от входа до выхода рассматриваемо- 
го элемента должна занимать некоторое время <, обус- 
ловленное скоростью распространения сигнала внутри этого 

ЕЙ. Л Г —— 
| 

0 о 0 { 

Рис. 3.2. Единичная функция Рис. 3.3. Скачок при включении 
входного сигнала 

элемента. Поэтому выходной сигнал, вызываемый. сигна- 
лом xX; (Г), появится при [ == и, аналогично (3.1), должен 
иметь выражение | 

ж (Е) == (0 1(t—2). (3.4) 
Здесь р (К — описывающая функция, представляющая со- 
бой зависимость физической величины, характеризующей - 

п-т) 

aa 

0 T 6. 

Рис. 3.4. Запаздывающая единичная 
функция 

выходной сигнал, от времени. Запаздывающая единичная 
функция 1(Ё—^) имеет вид, показанный. на рис. 3.4. 

| 
fe | "г == 
| 

0 [А 

Рис. 3.5. Скачок при появлении вы- 
ходного сигнала 

f2 

Функция x, (f) имеет скачок fs, при Ё==<, если р (<) = 
=f,.~0 (рис. 3.5).- Величину + называют временем 
чистого или транспортного запаздывания. 
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Выражение сигнала через описывающую и единичную 
функцию позволяет, таким образом, связать сигнал с дей- 
ствием того элемента автоматической системы, который 
его принимает или выдает. Описывающая функция может 
существовать при любых значениях времени. Сигнал, 
воздействующий на какой-либо элемент, существует для 
этого элемента лишь с момента включения. Выходной 
сигнал существует лишь с момента его появления на вы- 
ходе того элемента, который его выдает. Именно такие 

сигналы, а He существую- 
Г —+ щие неопределенно давио, рас- 

сматриваются при изучении 
4 процессов управления. Но 

выражения (3.2) и (3.4) пред- 
_—  ставляют сигналы, длитель- 

0 г ot ность которых после включе- 

Рис. 3.6. Входной сигнал огра- ния не ограничена, тогда как 
ниченной длительности в реальных процессах уп- 

равления сигналы действуют 
лишь в течение конечного времени. Поэтому в некоторых 
задачах описание сигналов выражениями указанного вида 
недостаточно, и необходимо иметь более полное матема- 
тическое описание сигнала, показывающее не только` его 
появление или включение, но и его исчезновение или 
выключение. / 

Рассмотрим входной сигнал х!(!), включаемый при 
1=0 и выключаемый при Ёё=Те: 

0 t4<0 
u(t) j) ht) 0<Е<Т. 

0 Г. 

(рис. 3.6). Такой сигнал может быть выражен с помощью 
разности единичных функций 

l(t) —1@— То, 

д = —1(-—тТ.]. (3.5) 

Сигналы вида (3.1), (3.4) и (3.5) будем называть не- 
прерывными, указывая этим на их характер в промежутке 
времени Т. от включения до выключения. Если время Т. 
мало по сравнению с длительностями, существенными 
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для рассматриваемого процесса, то сигнал будем называть 
импульсивным. В таком случае описывающая функция 
определяет форму импульсивного сигнала или, как часто 
сокращенно говорят, форму импульса. Когда Т. равно 
пренебрежимо малому промежутку времени A, импуль- 
сивный сигнал описывают не его зависимостью OT вре- 
мени в этом промежутке, а его импульсом, равным 

АА) dt. 
А 

Такой импульс приближенно считают мгновенным и появ- 
ляющимся в середине интервала А. Импульсивные сиг- 
налы часто следуют один за другим через одинаковые 
промежутки времени Т. Время Т называют периодом 
повторения. При этом получается последовательность 
импульсивных сигналов или же последовательность мгно- 
венных импульсов, если таковые имеют место. 

Интервал А может иметь любое значение, не превы- 
шающее периода повторения Т. При A< Т имеет место 
последовательность импульсов, которые можно считать 
мгновенными, если’ А < Т. При А =Т вместо последова- 
тельности импульсов получается кусочно-непрерывный 
сигнал. 

Если 

(9) =c=const, (3.6) 

т. е описывающая функция | (Г) тождественно равна 
некоторой постоянной с, то 

x, (1) =с.1 (6, (3.7) 

т. е. входной сигнал подобен единичной функции. При 
C==1 такой сигнал называют единичным скачком. Не рас- 
сматривая квантования, которое обнаруживается при 
микроскопическом исследовании явлений, а ограничиваясь 
макроскопическим изучением, как это обычно имеет место 
В автоматике, следует иметь в виду, что единичная функ- 
ция — лишь математическая идеализация реального про- 
цесса весьма быстрого возрастания воздействия от нуля 
до некоторого значения, которое затем остается неизмен- 
ным [3.12]. Это поясняет рис. 3.7, на котором сплошной 
линией показано реальное воздействие х!, а пунктиром — 
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единичная функция, описывающая его приближенно. 
Замена реального процесса единичной функцией допустима, 
если время А, в течение которого x; возрастает от 0 до 1, 
пренебрежимо мало по сравнению с наименьшими дли- 
тельностями, представляющими интерес в исследовании, 
при котором производится эта аппооксимация. 

24 
ae 

_ 0. t 

Рис. 3.7. Входной cur- Рис. 3.8. Первая производная 
Hal, аппроксимирус- входного сигнала, аппроксими- 
мый единичным скач- руемого единичным скачком 

КОМ 

Рассмотрим нервую производную сигнала х!, представ- 
ленного сплошной линией на рис. 3.7, по времени. Гра- 
фик этой производной имеет вид, показанный на рис. 3.8. 
Обозначим реальную зависимость сигнала от времени на 
участке А через F(t) и вычислим импульс ее первой 
производной: 

3 

т. е. этот импульс равен единице при любом виде функ- 
ции F(t), изменяющейся на участке A от 0 до | и любом 
значении А. То же имеет место и в случае предельного 
перехода, когда А —>0. При этом сигнал принимает вид 
единичного скачка (3.7), а его производная устремляется 
к бесконечности при # =0, но равна нулю при всех дру- 
гих значениях времени. При этом импульс первой произ- 
водной функции Ё(Ё) сохраняет равное единице значение 
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и становится мгновенным единичным импульсом, а произ- 
водная Р’(!) превращается в дельта-функцию 

0 [1-0 ® 
о’ 84 = (3.8) 

Мгновенный единичный импульс безразмерен. Так как 

A-+0 

8 (Е) = 

дельта-функция является первой производной единичной 
функции в обобщенном (по способу ее образования) 
смысле '. 

Рассмотрим теперь импульсивный сигнал в виде неко- 
торой силы F(t), действующей в течение времени (,, 
t, +4. Ее импульс | 

fotaA 

A= \ F,(t)dt 
to 

можно представить также в виде 

А= Ен A, (3.9) 
где Р\‹р — среднее значение функции РГ! (Г) в промежутке 
времени А. Потребуем, чтобы импульс А оставался неиз- 
менным, когда А-—0. Тогда силу, действующую. в мо- 
мент времени К, можно записать как Ad (1 —?¢,), так как по 
(3.8) импульс такой силы равен А. Это — сила удара, 
имеющего импульс А. Таким образом, произведение 
48 ((—1) выражает силу, с которой действует мгновен- 
ный импульс A, приложенный в момент времени &. Пре- 
дельная краткость этого выражения совмещается с боль- 
шим содержанием: оно дает силу удара, показывает ее 
импульс и указывает время ее появления. При A=! 
имеет место мгновенный единичный импульс. 

Положим, что удары, каждый из которых произво- 
дится мгновенным импульсом (3.9), следуют друг за дру- 
гом через одинаковые промежутки времени Т, так что 

fy—nT (n=0, 1,2...). (3.10) 
Тогда последовательность возникающих сил можно пред- 
ставить рядом 

Ficp А [6 (t). + 8(¢—T) + 6(t— 27) +...]. 

1 См. $ 3.2. 
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Это и есть силы, так как каждый член ряда умножен 
на импульс, а дельта-функция имеет размерность, обрат- 
ную времени. Силы, выражаемые членами этого ряда, 
появляются лишь`в моменты времени (3.10), причем каж- 
дому значению п соответствует только один член ряда, 
отличающийся от нуля. 

Предположим теперь, что импульс А изменяется от 
удара к удару, так что при ударе, происходящем в мо- 
мент (3.10), импульс имеет значение AF;,) (nT). Тогда 
последовательность возникающих сил примет вид 

А [F sep (0) 8 (t) + Frep (T) 8 (¢—T) + Frep (2Т)-84—2Т)-...] 
Аналогично записывается всякая последовательность 

мгновенных импульсов, появляющихся через одинаковые 
интервалы времени Т (период повторения), т. е. в мо- 
менты (3.10): 

x (t) = A[f (0) 8 (t) +f (7) 8 (f— T) + (3.11) +f (2T)8(t—2T)+...]. 

Сигнал, который реально можно наблюдать в автома- 
тической системе, конечно, не может быть образован 

мгновенными импуль- 
де ___ Л сами. Он образован 

— | импульсами конечной 
| Г -||^ — длительности А и оп- 

ределенной формы, 
как, например, сиг- 

О FF нал, изображенный на 
рис. 3.9. Но если дли- 

Рис. 3.9. Модулированная последова- TeIbHOCTb ИМПУЛЬСОВ 
тельность мгновенных импульсов А достаточно мала, то 

для работы системы 
она как и форма их, оказывается несущественной. Эле- 
менты системы одинаково реагируют на достаточно ко- 
роткие импульсы разной формы, но одинаковой величины. 
На рис. 3.9 импульс, появляющийся в момент времени 
nT, равен Af(n7). В выражении (3.11) этот импульс 
имеет то же чение 

Г 
nt + 5 

} A8(¢—AnT) f(nT) dt = Af (nT). (3.12) 
T 

nT — 5 



Форма записи сигнала (3.11) есть математическая 
идеализация реального процесса, как и выражение (3.7). 
Эти идеализации значительно упрощают анализ автома- 
тических систем. 

Непрерывные сигналы, поступающие на вход импульс- 
ных устройств, удобно описывать выборочными значе- 
ниями, которые они при- 
нимают в определенные | 
моменты времени, назы- ттт 
ваемыми дискретами. С | | 
этой целью пользуются 
функциями, отличными , 
от нуля лишь при цело- ~ 
численных значенияхар- 8 2 ff O f 2 38 & 5 GA 
гумепта п, называемыми Рис. 3.10. Решетчатая единичная 

решетчатыми. Аргумент функция 
таких функций записы- 
вают в квадратных скобках. График единичной решетча- 
той функции представлен на рис. 3.10. Сигналу (3.1) 
соответствует решетчатая функция 

жи = 1 [ni]. 
Вследствие фильтрующего действия функции 1|п] опи- 

сывающую функцию здесь можно представить также в ре- 
шетчатой форме. Тогда 

ж [п] == [ra] [и]. (3.13) 
Выходной сигнал, вызываемый поданным на вход 

сигналом х![п!| при наличии запаздывания +, 

Хэ [722] = fa [12] | [na], (3.14) 

где аргумент и.==0 при Ё ==. Следовательно, выходной 
сигнал появляется в моменты времени 

[— <= ПГ. 

Выходной сигнал смещен относительно входного на 

время * или на относительное смещение 

ё — 
и г 

т. (3.15) 

Полагая 
hn, 

можно рассматривать входной сигнал как решетчатую 
функцию х! [п] аргумента п, выходной — как смещенную 
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решетчатую функцию х.[п, =| того же аргумента п, где е 
является параметром: 

xy[n, e]=fa[n, =] 1 fn, =]. (3.16) 

Шкалы аргументов п! и п. представлены на рис. 3.11. 
Рассматривая переменное смещение, непрерывную функцию 
можно полностью описать смещенной решетчатой при 

О= < 1. 
Входной сигнал, выключаемый при п — /№, 

хи] == А [п] [1 № 6.1) 
Сигналы вида (3.13), (3.16) и (3.17) будем называть 

решетчатыми. 
Замечая, что 

fi [п] =f; (nT), 

можно также рассматривать выражение вида (3.16) 

х [п] = [nr] 1 [п] (3.18) 

как описание сигнала, образуемого последовательностью 
мгновенных импульсов (3.11). Действительно, согласно 

(3.12), импульс каждого 
члена последовательности 
(3.11) пропорционален со- 

/ 27 97 г 
roa 

/ ? 3 nen 

4 

| 
| 

| 
| — ' ° 

| 

ответствующей TOMY жеар- 
гументу п дискрете сигна- 
ла (3.18). Каждая дискрета 
представляет собой значе- 
ние описывающей функ- 

ié ции, модулирующей мгно- 

Рис. 3.11. Шкалы целочисленных венные единичные импуль- 
аргументов входного и выходного СЫ В (3.11). Поэтому гра- 

сигналов фик решетчатой функции 
| (3.18) можно рассматривать 

как графическое представление сигнала (3.11), не поддаю- 
щегося непосредственно графическому описанию вслед- 
ствие наличия дельта-функций в его выражении. 

Все сигналы, значения которых изменяются лишь 
скачками, называются дискретными. Сюда относятся по- 
следовательности мгновенных импульсов, решетчатые сиг- 
налы, а также последовательности импульсивных сигналов 
(в частности, кусочно-непрерывные сигналы), сохраняю- 
щие постоянное значение в интервале A, т. е. образуемые 

| 
| 

ОНИ: 
| ини. 2 
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прямоугольными импульсами. Кусочно-непрерывные сиг- 
налы, образуемые импульсами другой формы, являются 
дискретно-непрерывными. . 

С помощью единичных функций можно составить, как 
показано выше, простое и адекватное физическим усло- 
виям описание сигналов, связанных с элементами авто- 
матической системы в течение ограниченного времени. 
Для импульсивных сигналов такое описание можно соста- 
вить также с помощью дельта-функций. Применение этих 
функций к задачам автоматического управления позволяет 
получать строгие решения наиболее простыми и изящными 
способами, как это будет показано далее. 

Примеры. 1. Пусть описывающая функция непрерывного сиг- 
нала 

Е = 2 sin (100#+ 5), 

где # — в секундах. Сигнал подается на вход некоторого элемента 
автоматической системы при f= 10 сек. Тогда его выражение сле- 
дует записать в виде 

x(t) = 2 sin (100 ¢ + 5 1 (¢ -- 10). 

Введя время 
t'—=t — 10, 

запишем TOT же сигнал иначе: 

x(t’) =2 sin | 100 (e410) + 5| I(t’). 

Из обоих выражений видно, что в момент включения сигнал по- 
является скачком. 

2. Пусть та же описывающая функция модулирует последова- 
тельность импульсов, имеющих длительность Д = 0,5 сек; период 
повторения Т=| сек. С помощью (3.11) эту последовательность 
можно выразить в функции времени #': 

х [п] = [8 (C) +3 —T) 48 (t'—27) + 
+... Bat —aT) + ...] sin | 100 (e+ 10) + 5. 

В форме решетчатой функции эта последовательность 

хп] = 2 9 [100 (n + 10) + $ I [n}. 

$ 3.2. ПРОИЗВОДНЫЕ РЕАЛЬНЫХ СИГНАЛОВ 

Изучение всякой непрерывной системы требует исследо- 
вания сигнала X(t), возникающего на выходе при появле- 
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нии какого-либо сигнала x;(f) на входе (см. рис. 2.2). 
В простейшем случае при этом можно пренебречь про- 
должительностью распространения сигнала от входа до 
выхода, полагая, что время чистого запаздывания (см. 

$ 3.1) t=0. Однако 
val большинство автомати- 

> a ческих устройств обла- 
a дает Uunepyuonnocmon: 

/ при появлении сигнала 
y х на выходе начинает- 

— ся переходный процесс, 
по окончании которого 

Рис. 3.12. Два вида установившегося Наступает = установив- 
процесса шийся процесс (см.$ Г.1). 

На рис. 3.12 показаны 
случаи постоянного значения х› в установившемся про- 
цессе и гармонического установившегося процесса. Это 
явление называют инерционным запаздыванием. Если нель- 
зя пренебречь чистым запаздыванием, то те же процессы 
имеют вид, изображенный на рис. 3.13. 

Вследствие инерционности изучаемых систем в них 
возникают переходные процессы динамического характера. 
Для исследования таких 
процессов в непрерыв- “ 
ных системах необходи- 
мо учитывать производ- 
ные выходного сигнала, 
а во многих случаях и 
производные входного 
сигнала по времени, т.е. 
вычислять производные Puc. 3.13. Переходные и установив- 
сигналов вида (3.1). При шШиеся процессы при наличии чисто- 
‘= 0 такие функции MO- Го запаздывания 

гут иметь разрыв или уг- 
ловую точку. Поэтому обычные производные здесь непри- 
менимы [3.3] и должны быть заменены производными, 
называемыми обобщенными [3.8]. Обобщенную производную 
функции х (Г) будем обозначать символом Dx, а обычную 
производную функции f (#) — штрихом, T. е. (0. 

Вычисляя обобщенную производную сигнала (3.1) как 
производную произведения, найдем [3.4]: 

рх=Р (10-10800. 

0 т 4 
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Так как 85 (1) =0 при Ё=0, вместо f(t) можно напи- 
сать `} (0). Тогда находим: 

Dx =f (10-1 (0) 8 (0. (3.19) 

Применяя операцию такого обобщенного дифференциро- 
вания [3.17] к выражению (3.19), получим вторую обоб- 
щенную производную 

Вх= р (10 -Р (0)5 (0-7 (0) 5 (0, 
где 0’ (tf) — первая производная дельта-функции, понимае- 

мая в обобщенном смысле. Так же найдем третью обоб- 
щенную производную 

Dix= Pf" (910 -НР 98-10) 8" ©, 
‘содержащую и вторую обобщенную производную дельта- 
функции. Обобщенная производная порядка №, как видно 
из предыдущих выражений, будет иметь вид 

рек 10-2 (0) 8 (0 - 
+ fe (0) (H+... FOIEY OH, — (3.20) 

где все производные дельта-функции следует понимать 
в обобщенном смысле [3.8]. 

Если К“ (0) =0, то по правилам действий с дельта- 
функцией получаем: 

f°) (0) 8 (1) =0, 

a О*х не содержит импульсов порядка J. В частности, 
при f (0) =0 

Dx =f’ (t) 1(0. (3.21) 

Рассмотрим поведение обобщенных производных сиг- 
нала (3.1), непрерывного при t=O. В этом случае x (0) = 
—/(0) =0. Если и f’ (0) =0, то по (3.19) Ох|,. =0, т. е. 
при ¢=0O непрерывна и производная Dx. Если же } (0) = 
=f) =0, то по той же формуле Dx |, о =, т. е. обобщен- 
ная производная имеет скачок при t=O. При этом, оче- 
видно, функция х(Г) имеет угловую точку в начале коор- 
динат, a ШО*х — импульсивную составляющую [ (0) 8 (1. 

Пусть [(0)=[ (0) =0, но [ (0) =f) 40. Применяя 
(3.19), находим, что 

Dx |0 — 0; 
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вторая обобщенная производная по (3.20) 

2х = (010, 

D*x |0 = fo- 

Следовательно, при #=0 первая обобщенная производная 
имеет угловую точку, а вторая — скачок. Третья обоб- 
щенная производная содержит импульс по (3.20): 

D'x =f" (t) 1 () + fo 8 (4). 
Следующие обобщенные производные содержат импульсы 

все более высоких порядков, т. е. все более высокого 
порядка обобщенные производные 8-функции. 

Если 
| ’ k 

f (0) =f O)= ... =f (0) =0, 

но начальные значения производных порядка k-- | и выше 
не равны нулю, причем 

Ку (0) = fet) 520, 

то, как показывает (3.20), обобщенные производные по- 
рядка № и ниже при [=0 равны нулю, обобщенная про- 
изводная порядка Ak имеет в начале координат угловую 
точку, обобщенная производная порядка Е --|1 имеет при 
—0 скачок, равный }*+1, а обобщенные производные 

порядка k-+-2 и выше содержат импульсы. В таком слу- 
чае сигнал x(t) имеет гладкость порядка Rk. Например, 
если сигнал первого порядка гладкости k=], а 

f (0) =f (0) =0, 
то при t=O, по (3.19), Рх=0. Вторая производная 

(k+1=2) 
Dx =D{f (0 1] = 

=f (01-7 (0)80=Р (0100, 
откуда следует, что при 1—0 эта производная имеет 
скачок, равный fy. Третья обобщенная производная 

ях == БЕ" (01 (= 010 +f 0, 
т. е. содержит импульс, так что нельзя говорить о ее 
конечном значении при t=O, хотя |” (0) имеет конечное 
значение. 

92



Таким образом, производные сигнала (3.1) следует 
рассматривать как обобщенные, вычисляя их по фор- 
муле (3.20), и в том слу- 
чае, когда при t=O сиг- (ay 
нал непрерывен и не имеет 
угловой точки, так как 
при этом обобщенные про- и 
изводные некоторых поряд- 
ков могут иметь разрывы Da 

L 
[ 

или содержать импульсы, 
отличаясь этим от обыч- aN LY 
ных производных. 7 — 

Нахождение функции 

по се. обобщенной произ- Рис. 3.14. Синусоидальный сигнал 
BOAHOH — однозначная 0пе- и ero первая обобщенная произ- 
рация, не зависящая, в водная 

отличие от обычного интег- 
рирования, ни от каких начальных условий [3.8]. Для до- 
казательства этого важнейшего свойства обобщенной про- 
ИЗВОДНОЙ ПОЛОЖИМ: 

Dx=0. (3.22) 

Тогда из (3.19) следует, что 

PO1O+f 0s (© =0, (3.23) 

а для этого необходимо, чтобы функция } (1) удовлетворяла 
условиям 

Г (1) =9, 

f (0) =0, 
т. e. чтобы f (1 ==0, откуда 

x(t) =0. (3.24) 

Таким образом, из тождества (3.22) следует тождество 
(3.24), что и доказывает указанное свойство обобщенной 
производной. 

Обобщенная производная импульсивного сигнала, опи- 
сываемого произведением дельта-функции на некоторую 
постоянную (см. $ 3.1), выражается произведением той же. 
постоянной на обобщенную производную дельта-функции. 
В общем случае сигнал может иметь импильсивные соста- 
вляющие в виде обобщенных производных дельта-функции, 
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умноженных на некоторые коэффициенты, т. е. 

Хх = ООО О... №89 (0), (3.25) 
Dx =f (t) 1 (t) ++ F (0) 8 (0-Е №8" (f) -F 

Lyd” (В -... EAB) (6). (3.26) 

Аналогичную интегрированию операцию получения 
функции x (Г) по ее обобщенной производной будем обо- 
значать через D™'x и рассматривать как обобщенный инте- 
грал [3.15]. На основании доказанного выше свойства 
обобщенной производной 

2-1 [Dx (t)] =x (t). (3.27) 
Примеры. 1. Если f (¢) = sin t, to x (t) =sint-1 (ux (0) =0— 

сигнал не делает скачка при # =0. Но Dx=cost! (#), а следова- 

Dixt 

a 
Las 

0 Г c 

Рис. 3.15. Обобщенный гнтеграл сиг- 
нала x (#1) =а1 (t—T) 

тельно, Dx имеет скачок, х (Г) — угловую точку в начале коорди- 
нат (рис. 3.14), т. е. х (1) — нулевого порядка гладкости [3.8]. 

. Вычислим обобщенный интеграл сигнала 

x (t) = al &—Т). 

Рассматривая x (¢) как первую обобщенную производную сиг- 
нала 

Ох = f(t) 1 (®), 
находим: 

= — ТГ, 

у =а, 
f (0) = 0. 

Следовательно (рис. 3.15), 

f (2) == ат, 
Dx =a(t—T)1(¢—T). 
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$ 3.3. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА И ФУРЬЕ 

Исследование связи между выходными и входными 
сигналами автоматических систем и их элементов весьма 
упрощается введением изображений этих сигналов по 
Лапласу и по Фурье. Не касаясь обоснований этих пре- 
образований, изучаемых в математике, рассмотрим их 
применение к сигналам, описываемым непрерывными и 
решетчатыми функциями. 

В табл. 3.1 сопоставлены некоторые сведения о пре- 
образованиях Лапласа для сигналов обоих видов. Так как 
сигналы x(t) и хп, = равны нулю при отрицательных 
значениях Ги п, их односторонние и двусторонние изо- 
бражения совпадают. Поэтому далее рассматриваются 
только односторонние изображения этих сигналов, выра- 
жения которых приведены в таблице. Рассматриваемые 
сигналы являются функциями вещественных переменных # 
и п. В изображениях эти сигналы описываются с помощью, 
соответственно, функций комплексных переменных р и 0. 
Комплексная переменная р, как и ее вещественная и мни- 
мая части с И ®, имеет размерность, обратную времени. 
Комплексная переменная д безразмерна, как и ее веще- 
ственная и мнимая части a и В. Величина ® является 
угловой частотой; это видно из выражения ядра изобра- 
жения в тригонометрической форме. Для краткости вели- 
чину © будем называть далее просто частотой. Анало- 
гичный смысл имеет величина В, называемая относитель- 
ной частотой. Изображения и сигналы, т. е. оригиналы, 
будем связывать знаком соответствия ==. Изображения 
существуют, если сигналы мажорированы по модулю не- 
которыми показательными функциями показателя роста $ 
и а. Как известно из операторного исчисления, каждому 
оригиналу соответствует определенное изображение, но 
данному изображению могут соответствовать оригиналы, 
имеющие различные значения в точках разрыва; если 
такие оригиналы не считать различными, то операторные 
соответствия взаимно однозначны. 

Изображение непрерывного сигнала существует, если 
интеграл Лапласа, стоящий в правой части изображения, 
сходится. В зависимости от вида функции x(f) сходи- 
мость интеграла Лапласа будет иметь место при тех или 
иных значениях р. Комплексные числа будем предста- 
влять на комплексной плоскости в прямоугольных коор- 
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динатах, которыми служат вещественная часть, отклады- 
ваемая по оси абсцисс, и мнимая часть, откладываемая 
по оси ординат. Число р представляется точкой (3, ) 

такой плоскости (рис. 3.16). Из операторного исчисления 
известно, что если интеграл Лапласа сходится в некото- 
рой точке р:, то он сходится во всех точках, для кото- 
рых Rep > Кер:. Для каждого сигнала существует 
абсцисса абсолютной сходимо- р 
сти, т. е. такое число с, что (р) 
интеграл 

co 

\ | e-P*x (t) | dt | 5 
0 

существует, а следовательно, 
интеграл МЛапласа абсолютно 
сходится при Кер`> о и не су- 
ществует, т. е. расходится, при 

Рис. 3.16. Плоскость ком- 
бо. 

Re p< о плексных переменных ри4 
Изображение — решетчатого 

сигнала существует, если схо- + 
дится ряд, через который оно выражается. В 3aBHcH- 
мости от вида функции x(n, =]| это может иметь место 
при тех или иных значениях 9. Если ряд сходится в не- 
которой точке д, комплексной плоскости, то он сходится 
во всех точках, для которых Reg >Reg,. Для каждого 
сигнала существует абсцисса абсолютной сходимости 4: 
изображение существует, т. е. ряд сходится, при Reg > 
и не существует, т. е. ряд расходится, при Кед 4. 

Абсциссы 5) И в являются абсциссами самых правых 
(на комплексных плоскостях р и 9) особых точек изобра- 
жения. Эти особые точки лежат на прямых 

Кер=о и Reg—a. 

Таким образом, абсциссы абсолютной сходимости могут 
быть найдены из исследования изображений. Они не 
болыше показателей роста. В простейшем случае, когда 
описывающая функция { [п] = |, т. е. сигнал, представляет 
собой единичную решетчатую функцию, его изображение 

Co 

X gQ= Уе n= |е |< 1 
п =0 
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(сумма членов бесконечной геометрической прогрессии), 
откуда % =0, т. е. изображение существует во всей пра- 
вой полуплоскости. 

Изображения решетчатых сигналов по Лапласу всегда 
являются ‘функциями экспоненты. е. А так как е? = е 1+", 
то изображение 2kn — периодическая функция вдоль мни- 
мой оси. Таким образом, изображение досгаточно задать при 

Reg > ж в любой полуполосе, 
a параллельной вещественной оси 

и имеющей ширину 27. На рис. 
3.17 показана такая полуполо- 
Ca, симметричная относительно 
вещественной оси. С этим свой- 
ством изображений дискретных 
сигналов связана возможность 
конформного отображения пло- 

Рис. 3.17. Часть плоскости CKOCTH 4 на плоскость 2 =. 
4, в которой полностью оп- На этом основано так называе- 
ределяются изображения Pe- ое г- преобразование. 

шетчатых сигналов 
Могут встретиться такие сиг- 

налы, которые не имеют свойств, 
необходимых для оригинала, т. е. не имеют изображе- 
ния по Лапласу. Если, например, описывающая функция 

SIT 

aa 

fo= a т. е. представляет равнобокую гиперболу, то 

(1), 7 

а следовательно, сигнал не подчиняется условию мажори- 
рования по модулю. При этом изображения нет, потому 
что, как легко видеть, интеграл Лапласа расходится при 
всех значениях р. 

Условию мажорирования не удовлетворяет также 
дельта-фуикция. Оно выполняется, однако, для сигнала, 
создающего единичный импульс. Представим такой сиг- 
нал прямоугольником, показанным на рис. 3.18; он воз- 
никаег при #{—0, имеет длительность А и равен 1/А. 
Изображение такого сигнала равно 

1-е РА 
pA 

При А-»0, когда рассматриваемый сигнал превращается 
в 6(1), это изображение имеет предел, равный единице. 
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Поэтому единица является изображением дельта-функции 
в обобщенном, по способу его образования, смысле [3.18]. 

В табл. 3.1 приведены также формулы свертки изобра- 
жений кусочно-непрерывных и дискретных сигналов по 
Лапласу. 

В тех случаях, когда абсциссы абсолютной сходимости 
в, И @ отрицательны, изображения сигналов x(t) и х[п] 
существуют соответственно при Кер=—=0О и Кед==0. 
Иначе говоря, при отрицательных 59 и ж можно строить 
изображения непрерывных сигналов, полагая 

pio, (3.28) 

а изображения решетчатых сигналов, полагая 

g= iB. (3.29) 

При таких значениях комплексных переменных р ид 
из преобразований Лапласа получаются преобразования 
Фурье. В табл. 3.2 сопоставлены неко- 
торые сведения о преобразованиях Фурье (Eh 
для сигналов x(t) un x [n]. Yo 

Из условий существования изображе- 
ния по Лапласу очевидно, что изображе- 
ния по Фурье не может быть у сигналов, 
для которых абсциссы абсолютной сходи- 
MOCTH 6 И 9% ПоложиТтельны, так как в 
этом случае при с =0 интеграл Лапласа рис. 3.18. К вы- 
расходится. Следовательно, не все сигна- воду изображе- 
лы, имеющие изображение по Лапласу, ния дельта- 
имеют изображение по Фурье. Изображе- функции 
ние по Фурье имеют лишь сигналы, для 
которых соблюдаются условия существования изображе- 
ний, указанные в табл. 3.2. Это означает, что все особые 
точки изображений таких сигналов по Лапласу находятся 
в левой полуплоскости комплексных переменных р и Q. 

Изображения по Фурье всегда имеют абсолютно инте- 
грируемые сигналы, т. е. удовлетворяющие условию 

в А 

co 

{ [er i*x (t) | dt << оо, (3.30) 

Так как " 

Цех (t) | dt =\ 1х (t)|dt <-+oo., 
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Заметим, что реально наблюдаемые сигналы имеют 
ограниченную длительность, т. е. отличны от нуля на 
промежутке времени конечной длины и ограничены по ве- 
личине, а потому абсолютно интегрируемы. 

Если же изображение по Лапласу имеет особые точки 
на мнимой оси или правой полуплоскости, то оригинал 
не удовлетворяет условию (3.30). В этих случаях интеграл 
Лапласа не сходится при < ==0, и преобразование Фурье 
незозможно. 

Рассмотрим некоторый сигнал вида (3.1), для которого 
dg==( (например, единичный скачок), и составим изобра- 
жение по Лапласу этого сигнала, умноженного на е\*, 
где в >0. По табл. 3.1 это будет 

со 

фе x(t) dt =X (p+). 
0 

Отсюда видно, что абсцисса абсолютной сходимости инте- 
грала Лапласа от оригинала e x(t) отрицательна: в, = 
—— в. Следовательно, из изображения 

x(p+p)=e™x (1 (3.31) 
можно получить изображение по Фурье, полагая Re p=-0, 
при сколь угодно малом в. Тогда предельным переходом 
при pO из (3.31) получается изображение по Фурье 
сигнала х (г), для которого в, =0. Такое изображение, 
вводимое независимо от возможности его получения по 
табл. 3.2, называют изображением по Фурье в обобщен- 
ном смысле [3.18] Оно существует при Rep=O только 
для таких оригиналов, для которых 9, =0 [3.6]. Подоб- 
ным же образом при ==0 получается изображение в 
несобственном смысле для решетчатых сигналов. 

Представляя ядро преобразования в тригонометриче- 
ской форме, легко получить приведенные в таблице выра- 
жения вещественнной и мнимой частей изображения. Как 
ВИДНО из ЭТИХ выражений, вещественная часть изображе- 
ния по Фурье — четная функция частоты ®, а мнимая — 
нечетная. 

В табл. 3,2 приведены выражения обратных преобра- 
зований, называемых интегралами Фурье. Как и обратные 
преобразования Лапласа, их следует понимать в смысле 
Дирихле: интеграл, стоящий в правой части, равен зна- 
чению оригинала в точках его непрерывности, а в точках 
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разрыва — полусумме значений оригинала слева и справа 
от точки разрыва [3.6]. Поэтому при {< 0 эти интегралы 
равны нулю. | 

Так как рассматриваемые сигналы — вещественные 
функции, выражающие их интегралы Фурье имеют вещест- 
венные формы. Некоторые из таких форм приведены 
в табл. 3.2. Покажем преобразование интеграла к этим 
формам для непрерывного сигнала [3.6]. Из приведенных 
в таблице выражений имеем: 

e°X (iw) = (cos tw + [т вю) [В (в) РИ (w)] = 
= R (w) cos tw — / (w) sin fw + Е [А (®) sin tw + / (w) cos №]. 

Здесь вещественная часть — четная, а мнимая — нечетная 

функция частоты ®. Поэтому после подстановки послед- 
него выражения в интеграл Фурье получаем: 

со 

x(()=— \ [R(w) cos tw — 1 (в) sinto]dw, (3.32) 
0 

Принимая во внимание, что х (1) =0 при Ё < 0, и пола- 
ran {—=—*, <>0, имеем: 

г 
O=—\IR (0) cos tw +- / (w) sin tw] dw, 

0 

откуда, возвращаясь к обозначению параметра буквой f, 
находим, что при t >0 

(о) cos fw dw = — \ [ (w) sin fw dw. 
0 0 

Пользуясь этим соотношением, получаем из (3.32) выра- 
жения, приведенные в табл. 3.2. 

В табл. 3.3 приведены некоторые непрерывные сигналы 
и их изображения по Лапласу и Фурье, а также абсциссы 
абсолютной сходимости интеграла Лапласа. В тех слу- 
чаях когда с. —=0, изображение по Фурье — в несобст- 
венном смысле. Табл. 3.4 содержит аналогичные данные 
для некоторых решетчатых сигналов. Существуют весьма 
подробные таблицы изображений по МЛапласу [3.16]. 
В таких таблицах обычно опускают единичные функции 
в выражениях оригиналов, которые здесь необходимо 
писать в связи с принятым способом описания сигналов 
(см. $3.10. 

103



Таблица 3.3 

Изображения некоторых непрерывных сигналов 
по Лапласу и Фурье 

x (t) X (p) бо Х (iw) 

с* | (Е) > 0 = 

ef 1 (1), b>0 5 —8 aa 

et | (t), b>0 о b — 

sin yt И () | ра я 0 — т +3 

cos yf 1 (#) р? Ч т 0 — мы 1 

* Примечание: с — постоянная. 

Таблица 3.4 

Изображения некоторых решетчатых сигналов 
по Лапласу и Фурье 

x [п, =] Х (4, =) ao X (iB, г) 

с*1 [n, =] та 0 в 

e inte) | [п ‚] ee 4 ee 

b>0 1—e 5-49 1 — e448 
ebinte) | [n, =] eve ь _ 

b>0 1—e'9 

siny(n-+ 69 sin ye + т — =) | еВ sin ye + siny (1 —- =) 
+ =) 1 [n,e] е9 — 2cosy Ре 9 еВ — 2 с051 ей 

cos 1 (п + еЧ cos ye — cosy (1 — =) 0 ей cos ye — cosy (1 — =) 

- =) 1[n, =] ef — 2 сз 1 + е9 e!8 — 2 031 +e 8 

* с — постоянная. 

Примеры. 1. Сигналы x, (Е) и х;(Ё) имеют изображения по 
Лапласу соответственно 

| 
И . 

р" 8р--15  p? Тр 
Изобразимы ли сигналы х, (Ё) и xX, (1) по Фурье? 
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Изображение по Лапласу сигнала x, (#) имеет две особые точки: 
р: =—05 и р. =—3, в которых знаменатель обращается в нуль. 
Абсцисса абсолютной сходимости для x, (Ё) равная, следовательно, 
—3, меньше нуля. Сигнал x, (1) имеет изображение по Фурье 

| 

(iw)? + 8iw + 15° 

Изображение no Лапласу сигнала x, (¢t) имеет особые точки 
== —Ти р. =0. Абсцисса абсолютной сходимости в, = 0. Изобра- 

жение по Фурье для сигнала х. (1) не существует, но для него 
существует несобственное преобразование Фурье 

X, (io) = 

X, (iw) = 
] 

(iw)? + {То ° 

2. Найти изображение по Лапласу сигналов: x, [п] = e%"1 [п] и 
да [п] = cos yn 1 [п]. 

Изображение первого из них при 

| е 97 | < | 

со co 

Х, (а) =» е`Чпейп — У е` (G-ain — 1 Ще 9-м + 

n=0 п =0 

] 
—2 ( a) —8 ( a) fers pera 4. = ae, 

e@ 

ey — e* X,(q) = 

при Ве (4 — «) > 0 или Reqg> Rea. 
Для нахождения Х. (4) воспользуемся формулой Эйлера, линей- 

ностью преобразования и полученным выше изображением Х, (4): 

iyn ~iyn 
cos Yn = re , 

] eq ] ef _ 29 (64 — cos x) 
(= енто‘ Woe = 674 — 2е4 сов +1" 

3. Найти изображение по Лапласу сигнала 

x (Е) = sin 1Ё 1 (Е — T). 

Обозначив tf — JT =, имеем: 

х (t) = x (t-++ Г) = с0$1Г sin 11 (<) + sin yT cos ytl (<). 

Следовательно, искомое изображение 

cos yT siny! р 
Х (р) =" 
ти Тир 

105



$ 3.4. СЛУЧАЙНЫЕ СИГНАЛЫ 

До сих пор предполагалось, что описывающие функ- 
ции f(t) и [[n] могут быть предвычислены для любых 
значений ¢ и п, т. е. рассматривались детерминированные 
сигналы. Если | (1) и ||п] — случайные функции, то такое 
предвычисление невозможно и имеют место случайные или 
стохастические сигналы. При повторении процессов, про- 
исходящих в системе, случайные сигналы х(1) и х[п] 
могут иметь различные значения при одних и тех же 
значениях { или п, отсчитываемых каждый раз от начала 
процесса, т. е. получаются различные реализации одного 
и того же случайного сигнала. 

Таким образом, если непрерывный сигнал x (1) случаен, 
то.х (fo) есть случайная величина в каждый фиксированный 
момент времени fy. Соответственно для случайного дискрет- 
ного сигнала х|п| x[mo] есть случайная величина при 
фиксированном п. Случайная величина x(t) или x [по] 
характеризуется своей функцией распределения вероятно- 
стей Е (и) =Р{х< у}, где Р{х< и} — вероятность того, 
что случайная величина х принимает значения, меньшие и. 
Если для F(y) существует функция w(x), называемая 
плотностью вероятностей: 

У 

Р(у= \ w(x) ах, 
— © 

то случайная величина х называется непрерывной слу- 
чайной величиной. [Последнее имеет место, например, 
когда F(y) непрерывно дифференцируема, тогда 

ш (у) = F’ (y). 

Функцию распределения вероятностей F (y) часто назы- 
вают интегральной функцией распределения; плотность 
вероятностей называют еще дифференциальным pacnpede- 
лением, или просто распределением. 

Среди случайных величин, не являющихся непрерыв- 
ными, т. е. не имеющих плотностей вероятностей, выде- 
ляют класс дискретных случайных величин. Такова, на- 
пример, величина, принимающая значения 11, уз, ..., Yn 
соответственно с вероятностями Py. Py, ... , Py. Ее функ- 
ция распределения имеет график, показанный на рис. 3.19, a, 
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Как легко видеть, обобщенная производная такой функции 

DF (у) = P18 (у— и) Pad (у— у) 
+... + PB — и») (3.33) 

равна линейной комбинации 6-функций, сосредоточенных 
в точках Yi, Ya, ... » Yn с коэффициентами Py, Po, ..., Ра. 
Эту производную естественно назвать плотностью вероят- 
ностей дискретной случайной величины. Она условно пред- 

а) | F(y) 

у р Yn у 

hSly-y;)| Pbly-y Fr, 0(Y-Yn) 

| | | _ 
Yy Yo *’’ Уп у 

Рис. 3.19. Функции распределения дискретной 
случайной величины 

ставлена на рис. 3.19, 6. Дискретная случайная величина 
может иметь не только конечное, но и счетное множество 
значений 41, Ya, .-., Yq ++», принимаемых с вероятно- 

© @) 

стями P;, Ps,..., Р»„..., причем >) P,=1. В этом 
| n=1 

случае функция плотности вероятностей 

ш (у) = Dd) Prd (Y— ил). (3.34) 
n=! 

Случайные сигналы могут быть непрерывными или 
дискретными не только во времени, но также в вероят- 
HOCTHOM смысле. Если дискрета решетчатого случайного 
сигнала в’различных реализациях может принимать любые 
значения, т. е. изменяться непрерывно, то такой сигнал, 
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дискретный во времени, является непрерывным в вероятно- 
стном смысле. Если же изменение дискреты от реализации 
к реализации происходит скачками, то этот сигнал дискре- 
тен и в вероятностном смысле. Подобно этому непрерывным 
или дискретным в вероятностном смысле может быть и 
непрерывный случайный сигнал. 

Далее будем рассматривать непрерывные x (1) и диск- 
ретные х[и] во времени случайные сигналы, которые при 
фиксированном значении аргумента ¢ или пл являются 
непрерывной или дискретной (в вероятностном смысле) 
случайной величиной и, следовательно, имеют плотность 
вероятностей w(x, Г) или W(x, п). Плотность вероятностей 
таких сигналов является функцией двух аргументов: х и 
f или xX HON. 

Важной характеристикой случайного сигнала является 
его математическое ожидание, иначе называемое cmamu- 
стическим средчим или средним по множеству. Математи- 
ческое ожидание непрерывного во времени сигнала 

_ (oe) 

x(t)= | x(f)w(x, t) dx. (3.35) 
— © 

Математическое ожидание дискретного во времени (решет- 
чатого) сигнала 

co 

хи] = \ x[n] w(x, п) dx. (3.36) 
— oo 

Отклонение сигнала от математического ожидания назы- 
вают флюктуацией. Математическое ожидание квадрата 
флюктуации или статистическое среднее этого квадрата 
есть дисперсия. Согласно этому определению дисперсия 
непрерывного сигнала | 

o*(t) = Кия, 1) 4х = { w(x, t) dx — 

— 2% { xw (x, t)dx + x? ( w (x, t) dx. 

Замечая, что первый из трех последних интегралов 
равен математическому ожиданию квадрата сигнала, вто- 
рой — математическому ожиданию сигнала, а третий — 
единице, получаем: 

o (t) =) — {x OF’, (3.37) 
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т. е. дисперсия сигнала равна разпости математического 

ожидания его квадрата и квадрата его математического 

ожидания. Для решетчатого сигнала аналогично 

3? [n] = [nl — {x {nl} (3.38) 
Математическое ожидание сигнала в степени А назы- 

вается моментом k-ro порядка. Таким образом, в выра- 
жениях дисперсий (3.37) и (3.38) фигурируют моменты 
второго порядка. 

Математическое ожидание произведения двух сигналов, 
один из которых сдвинут относительно другого во вре- 
мени, называют взаимной корреляционной функцией этих 
сигналов. Математическое ожидание произведения двух 
значений одного и того же сигнала, сдвинутых Ha 7 по 
оси времени в случае непрерывного сигнала или на v по 
оси аргумента п в случае решетчатого сигнала, называют 
автокорреляционной, или корреляционной, функиией. Слу- 
чайный сигнал называют стационарным, если характери- 
зующая его функция распределения не зависит от времени. 
Таковы, например, свойства записи качки корабля на 
ветровом волнении. 

Математическое ожидание и дисперсия стационарных 
сигналов постоянны, т. е. не изменяются в течение вре- 
мени существования сигнала, а корреляционные функции 
зависят соответственно только от * или у для непрерывных 
и решетчатых сигналов. По этим признакам нельзя, однако, 
утверждать, что сигналы стационарны в указанном выше 
смысле. 

Стационарные сигналы с течением времени не могут 
ни затухать, ни стремиться к все большим значениям. 
В противных случаях имеют место нестационарные сиг- 
налы. Поэтому сигналы, ограниченные во времени, 
являются, строго говоря, нестационарными. Однако, если 
длительность сигнала (7, или М.) достаточно велика, OH 
может с достаточной точностью удовлетворять условиям 
стационарности. Это и предполагается далее, когда рас- 
сматриваются только стационарные сигналы, или, что 
то же, стационарные случайные процессы изменения сиг- 
налов во времени. 

Функция распределения всегда стремится к нулю как 
при уменьшении, так и при увеличении сигнала в конеч- 
ном интервале. Поэтому к ней применимо преобразование 
Фурье. Это преобразование должно быть двусторонним, 
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так как сигнал, являющийся в данном случае аргументом 
оригинала, может принимать положительные и отрица- 
тельные значения. Таким образом, изображение функции 
распределения по Фурье, называемое характеристической 
функцией, имеет вид 

oo 

W (i)== | ею (x) dx, (3.39) 
© 

где & — аналог частоты, имеющий размерность, обратную 
размерности сигнала. 

Для стационарных сигналов обычно справедлива эрго- 
дическая гипотеза, согласно которой средние значения по 
времени и множеству совпадают. Это означает, что иссле- 

дование большого числа реализаций случайного сигнала 

n(t)4 

I т ~ 
{| 4 __ ~~, = 
КАНН НЕА - \ tad 
У Ш — 

ВЕ | Я] yr 
НН |] | a 

a(t)y 

Рис. 3.20. Построение графика плотности 
вероятностей стационарных случайных сиг- 

налов 
— 

при одном `и том же значении времени выявляет те же 
статистические свойства сигнала, что и исследование 
какой-либо одной его реализации на протяжении длитель- 
ного времени. 

Построение распределения по записи непрерывного во 
времени и в вероятностном смысле стационарного случай- 
ного сигнала, например, полученной на осциллограмме, 
может быть сделано следующим способом (рис. 3.20). Про- 
водим линии, параллельные оси времени, через равные про- 
межутки по OCH х и подсчитываем число пересечений каж- 
дой линии с кривой записи сигнала. Это число откладываем 
как ординату кривой распределения. Масштаб ординат опре- 
деляем из условия 

< w(x) ах=1, (3.40) 
w= ‘OD 
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приравнивая площадь, ограниченную кривой распределе- 
ния И осью сигналов, единице. 

Другой способ построения кривой распределения по 
реализации стационарного случайного сигнала показан 
на рис. 3.21. Промежуток от а до В, в котором прини- 
мает значения данная реализация x (2), делится на п 
равных. частей. Длина каждого частичного промежутка 

b — а © 

Ах —=—— .Приближенное значение ненормированной функ- 

ции распределения и (х) в -ом частичном промежутке равно 
сумме длин промежутков оси времени Af; + Ай, -- Ай,, 
в которых реализация x(t) принимает значения из этого 

tlt 

ZN J 
Г ЛЕТ 

+1 и 7 SN 

Ki as \ ‚| РА 

у ут РИН УИ. 
БЕГИ и 
и LZ |] 
@ т — 

Рис. 3.21. К выводу формулы (3.41) 

i-ro промежутка оси абсцисс (i изменяется от 0 доп — 1). 
Полученную ступенчатую кривую необходимо нормировать 
так, чтобы площадь под ней равнялась 1. Для этого все 

у 6 

ординаты &,„(х) нужно уменьшить в |W, (x) dx раз. Этот 
a 

интеграл 
n— | 

Wy (x) dx == =», Axw,, (x;) = Ax у Wy (X;) = 
a i=0 i=0 

== Ax у (ДЕ, -- Atig + 44.) =Ах.Т, 
i=0 

rie T — длительность реализации. 
Итак, в точке х приближенное значение функции рас- 

пределения (х; < х< X41) 

Atiy + Alig В __ + (Fe 4.8 АЕ; -- a2) 
w (x) = ~ AxT 
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Делая предельный переход при Ах-»0, получим: 

‘| fi | ] 

ши = (Ев +... tz), (3.41) 

где xj(j=1, 2,..., А) есть значение производной по 
времени функции х(Ё) на j-OM участке ее монотонности 
в момент, когда достигается значение х. 

Статистические свойства стационарных случайных сиг- 
налов исследуют с помощью моментов первого и второго 
порядка и корреляционной функции. Выражения этих 
вероятностных характеристик непрерывного и решетчатого 
случайных сигналов, имеющих соответственно длитель- 
ности Тс и №., приведены в табл. 3.5. Они получены на 
основании эргодической гипотезы, позволяющей прирав- 
нять средние по множеству средним по времени. 

Из приведенной в таблице формулы момента „-го по- 
рядка при ^==| получим среднее по времени значение 
сигнала, а при Е = 2 — среднее по времени значение квад- 
рата сигнала. 

Корреляционная функция характеризует взаимозави- 
симость значений сигнала, измеренных в моменты, отстоя- 
щие на t или у один от другого. Это легко уяснить из 
рассмотрения корреляционной функции КЮ, [у]. Чем ближе 
значения X[n], отстоящие на у друг от друга, и чем более 
сохраняется их близость при изменении п, тем больше 
R,[v]. А это указывает на слабое изменение сигнала 
в зависимости от п, т. е. на взаимообусловленность его 
значений, разделенных тем или иным интервалом у. Интер- 
валы * и у могут быть как положительными, так и отри- 
цательными, причем у принимает лишь целочисленные 
значения. 

Важнейшие свойства корреляционных функций ука- 
заны в табл. 3.5. Первое свойство непосредственно сле- 
дует из выражений R,(t) и Ю, [\|: значение корреляцион- 
ной функции при * =0 (или у=0) равно моменту второго 
порядка и поэтому положительно. С помощью формул (3.37) 
и (3.38) оно выражается через математическое ожидание 
и дисперсию. В наличии второго свойства —- свойства 
четности — легко убедиться с помощью тех же выражений. 
Третье свойство вытекает из уже рассмотренного физиче- 
ского смысла корреляционнной функции; поэтому не будем 
приводить известного математического доказательства этого 
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свойства [3.17]. Для доказательства четвертого свойства 
заметим [3.11], что для сигналов неограниченной длитель- 
ности при неограниченном увеличении ^ и у зависимость 
между значениями сигналов в моменты ЁГи 2--‹ или п 
и п-- у ослабевает, так что в пределе эти значения стано- 
вятся независимыми. А среднее значение произведения 
независимых случайных величин равно произведенихо сред- 
них значений сомножителей. Среднее же значение: ста- 
ционарного сигнала не зависит от времени, откуда и сле- 
дуют предельные значения корреляционных функций, 

указанные в табл. 3.5 
a,(c)hR, Lv) при Т. > < и М. — со. 

В этих случаях корре- 
ляционные функции мо- 
гут быть затухающими 
лишь у сигналов, мате- 
матическое ожидание ко- 
торых равно нулю. Но 
у сигналов ограничен- 

- ной длительности кор- 
реляционные функции 

р 320 П ф затухают, так как они 
ис. 3.22. Примерные графики кор- 

реляционных функций непрерывного равны нулю при <> Т. 
и решетчатого случайных сигналов MY с. 

Типичные графики 
корреляционных функ- 

ций показаны на рис. 3.22. Убывание с ростом аргумента 
может быть, однако, немонотонным. Если сигнал имеет 
неслучайную составляющую, то построение корреляцион- 
ной функции позволяет выявить эту’ составляющую по 
нарушению четвертого свойства. 

‚ Построение корреляционной функции по записи 
процесса облегчается применением приборов, называе- 
мых корреляторами, коррелометрами и коррелографами 
[3.7]. 

Рассмотрим непрерывный во времени сигнал конечной 
длительности Тс. Если такой сигнал удовлетворяет усло- 
виям, необходимым для того, чтобы он был оригиналом 
($ 3.2), то к нему применимо преобразование Фурье, так 
как для него соблюдается условие (3.30). Корреляцион- 
ная функция такого сигнала имеет выражение, приведен- 
ное в табл. 3.5 [3.13]. Вид этой корреляционный функции 
позволяет применить к ней преобразование Фурье. Соста- 

eye “у — 

5-4 327012 3 4520 
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вим Двустороннее преобразование 

1e.9) 

R (iw) = \ “К, (<) а. (3.42) 

Подставляя сюда выражение ЛР, (<), находим, что 

еб | 
К) = \ \ ex) x +4) deat. 

Вводя 
A=t-+-¢, 

следует положить, что 

dt=dh, 

так Kak f=const при интегрировании по <. Поэтому 

Вю = т: \ хех (даа = 
С 

— \ ety (2) dh \ ex (t) dt =-7- X (iw) X (— ie). 

Пользуясь табл. 3.1, имеем: 

R (iv) =F (R (#) + И «ИВ (НИ) 
откуда в силу четности вещественных и нечетности мни- 

мых частей 

R (io) = F(R (#) +i (w)1[R (e) —Й 6 = 
=: [R®(w) + 12 (w)]. 

Следовательно, 

R (iw) = 1-1 X (io), (3.43) 

т. е. изображение корреляционной функции равно квад- 
рату модуля изображения сигнала, деленному на. дли- 
тельность сигнала. Таким образом, изображение корреля- 
ционной функции no. Фурье — вещественная функция 
частоты в. 
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Выражение (3.43) справедливо при любой длитель- 
ности Г., от которой не зависит его левая часть. Поэтому 

К (jo) = Шт. A ЫХ (iw) |. (3.44) 

Если [x] — размерность сигнала, a [ft] — размерность 
времени, то вещественная и мнимая части, а также модуль 
изображения сигнала по Фурье имеют размерность [x] [f], 
величина же, стоящая в правой части (3.44), — размер- 
ность [x*] [¢]. Правую часть (3.44) называют спектральной 
плотностью сигнала 

s(o) = lim = .Х (iw) |. (3.45) 

Как видно, это — вещественная функция частоты ®. Когда 
мощность сигнала пропорциональна х” (как в случае, 
например, когда х — электрическое напряжение), спект- 
ральная плотность пропорциональна производной мощности 
по частоте, т. е. описывает распределение мощности 
в спектре частот: произведение Ss (w) dw» пропорционально 
мощности в спектральном интервале dw. 

Из выражений (3.44) и (3.45) следует, что 

S(w) = R (iw), (3.46) 

т. е. спектральная плотность непрерывного сигнала равна 
изображению его корреляционной функции по Фурье. 
Отсюда посредством обратного преобразования Фурье по- 
лучаем формулу Хинчина [3.2] 

со 

R (1) = 5 \ 2$ (в) о, (3.47) 
—_— © 

т. е. корреляционная функция выражается интегралом 
Фурье от спектральной плотности. 

Из (3.46) и (3.42) имеем: 

$ (®) = \ eR, (t)dt= 

— \ R, (<) cos wrdt — t \ Юх (<) sin wrdt, 
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откуда в силу четности корреляционной функции 
со 

56) =2 \ Е, (5) cos wr de. (3.48) 
0 

Отсюда следует, что спектральная плотность — четная 
функция частоты. Поэтому из (3.47) таким же путем 
находим: 

Ю, (<) —+ \ S(w) COS wt dw. (3.49) 

0 

Формулы (3.48) и (3.49) также получил А. Я. Хинчин [3.2]. 
Полагая в (3.49) ‹=0, находим выражения среднего 

квадрата сигнала через спектральную плотность: 

\ 5 (в) de. (3.50) 
0 

_— | 
Хх — — 

ия 

Это — одна из важнейших характеристик случайного 
сигнала. 

Для стационарного случайного решетчатого сигнала 
нетрудно вывести аналогичные предыдФщим зависимости 
между спектральной плотностью S(3) и корреляционной 
функцией К, [у] [3.13]: 

$ (8) = у 2 [У] Rx [У] cos By, (3.51) 
у = 0 ‘ 

_ 1 0 у — 

2ы=| 9-20; (3.52) 

R= \ s (8) cos Ву 46. (3.53) 

Полагая у==0, из (3.53) находим по первому свойству 
корреляционной функции (см. табл. 3.5) выражение сред- 
него значения квадрата решетчатого сигнала через спект- 
ральную плотность: | 

. п 

Я [п =~ 5 (8) 48. (3.54) 
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Рассмотрим пример применения формулы (3.51) в слу- 
чае, когда корреляционная функция задана в виде 

[ у=0 

М У 0 
(в единицах измерения квадрата сигнала). Тогда 

$ (8) =2 [0] R, [0] со$ 0 = 1, 

т. е. спектральная плотность постоянна и равна единице 
квадрата сигнала при всех значениях относительной 
частоты (рис. 3.23). 

Постоянная спектральная плотность характеризует 
случайные сигналы, имеющие спектр, называемый белым. 
Такой спектр могут иметь как 
решетчатые, так и непрерывные R,{c\ 
сигналы. В связи со сказанным 
выше о физическом смысле спек- 
тральной плотности непрерыв- 
ного сигнала,. легко видеть, что 
в этом случае мощность сигнала 

SIA 
f 

в. LAT 4 ГА 

Рис. 3.23, Белый спектр Рис. 3.24. Корреляционная 
функция непрерывного слу- 
чайного сигнала с белым 

спектром 

равномерно распределена по спектру частот. Для решетча- 
тых сигналов спектральная плотность пропорциональна, 
аналогично, производной мощности сигнала по относитель- 
ной (безразмерной) частоте, так что белый спектр имеет тот 
же смысл. В случае непрерывных сигналов белый спектр 
соответствует корреляционной функции, падающий до 
нуля за очень короткий промежуток времени Ac (рис. 3.24). 
Это означает, как и в случае решетчатых сигналов, слабую 
корреляцию. Вообще, чем п'ире график спектральной 
плотности, тем уже график корреляционной функции, 
и наоборот. 
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Рассмотрим теперь информацию, получаемую OT случай- 
ных сигналов. Информацию от решетчатого случайного 
сигнала, дискретного в вероятностном смысле, легко 
определить непосредственно по (1.32): 

№ 

1= У (>, Ри log Ри: — У! Poni log Ри (3.55) 
i i п=0 

где Pont и Ри — априорная и апостериорная вероятности 
i-TO значения п-й дискреты. 

Эта формула применима для сигналов, обладающих 
следующим свойством: тот факт, что при п =, дискрета 
приняла спределенное значение, не изменяет функции 
распределения следующих дискрет. 

Пользуясь (3.55), можно вывести и выражение информа- 
ции от решетчатого случайного сигнала х, непрерывного 
в вероятностном смысле. Разобьем интервал изменения 
каждой дискреты на равные участки Ах, одинаковые для 
всех дискрет. Тогда 

Ри: = Wy (Xi, 1) Ax, 

Ри: = (XK, п) Ах, 

если W,(x, п) и w(x, п) — распределения, характеризую- 
щие л-ю дискрету до и после приема. Подставив послед- 
ние выражения в (3.55), найдем искомую информацию 
предельным переходом при Ах—> 0: 

= lim S(T w п) Ax logs [ (x;, п) Ax] — 
Ax —0 

— 2 Wo (х;, п) Ax logy [W, (X;; n) Axl = 

=> lim о, п) Ax logs и (xi, п) — 
Ax 

— Ув (хь п) Ax logy w (x, п) 

+ |X w (x;, n)Ax — >, и, (хь, п) Ах log: Ax}, 

Отсюда, учитывая, что 

lim 218 (in n)Ax= | w(x, n)dx=1, 
Ax—0 — о 
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и раскрывая неопределенность, получаем: 
N o 

[= У || w(x, п) loggw(x, п) ах — 
п =0Е— со 

— \ и, (х, п) logaw (x, п) 4 | (3.56) 

Последняя формула справедлива для сигналов, обла- 
дающих тем свойством, что появление дискреты опреде- 

x(t}? 4n 
_" — 
—_— i 

\ С = 

Рис. 3.25. К построению кривой распре- 
деления вероятностей стационарного 

случайного сигнала по реализации 

x (t) = — acosyt [1 (t)—1(t— Т)] 

a 

-@ 
1 Л Ш Y 

<2 = + Ts —— —— 

ленного значения не изменяет функцию распределения 
следующих дискрет. 

Примеры. 1. Пусть реализация стационарного случайного 
сигнала имеет вид (рис. 3.25) 

оао [10 —1(#-— =). 

Построим функцию распределения случайного сигнала по этой 
реализации.. В записи реализации можно выделить четыре участка 
монотонности. В соответствии с (3.41) 

(яя г г —_ , 9 

Xi Ay AW М | 

так как в данном случае 

, , ГО ° 

ApS Hy = Хи SE Ад 

где x; —- есть значение производной x(t) в момент времени Ё из 

первого участка монотонности, в который реализация принимает 
значение X: 

x, = ya sin 1 =1а/1Т — cos? и = Иа: — хз. 
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Следовательно, 

1 
———-—<@а=лх=а 

Ww (x)= iz V a? — x? 

0 |x| >a. 

График w(x) приведен на рис. 3.25. 
2. Вычислим корреляционную функцию для сигнала 

Xx (¢) = — cos yt 1 (8. 

Имеем: 
T 

R,. (t) = lim 1 \ cos 1 (¢ — t) cos yt dé. 
T+ © T "| 

Принимая BO внимание, что 

cosy (6) cos yf = SLA 08 PE 9) 7 

получаем: 
0 Т 

R,(t) = im 7 cos tyt | +5 sin 1 (2¢ — t) | = COS YT. 

Будем считать рассматриваемый здесь сигнал реализацией 
стационарного случайного процесса. Тогда, как легко показать, 
функция распределения этого процесса будет такой же, что 
и в примере 1: 

] 

 (х) = И1— д 

0 1х1 > 1. 

1 =х=1| 

Вычислим дисперсию этого случайного процесса, принимая во 
внимание, что для него имеет место очевидное равенство 

x (1) =0. 

Тогда выражение (3.37) примет вид 

со 

3° = \ Xx" w (x) dx, 
—o 

откуда, после подстановки WwW (x), 

1 
|. x? wal их 
us И! — 3 
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Делая замену переменной x = sin 3, получим: 

к/2 _ n/2 

ot \ Sin 2008? dd = ы \ sin? 849 = 
ей! — sin? 9 2) 

| 99 rf. 4 и 1 — COS‘ . 

— 1/2 —*/2 —n/2 

1 [x | 

ыы (5 — о} =. 
Тот же результат можно получить, пользуясь соотношением 

a — Ry (0), 

которое при x(t) =0 следует из (3.37) и первого свойства корреля- 
ционной функции. 

3. Для случайного сигнала х [п] функция плотности вероятностей 
имеет вид 

w (xX, п) =Р, 6 (х—х,) + Py d (х—х,), 

причем Р-Р, =1; P,, Р. =0. 
Найдем матсматическое ожидание этого сигнала. Так как W(X, п) 
не зависит OT м, то сигнал х [2] — стационарный и его математическое 
ожидание — константа. Согласно (3.36) 

Хи] = $ xw (x) 4х= \ [хРа8 (х — x) + хРз8 (x — х;)] dx = 

= P, \ x8 (x — х!) dx + Po ( xd (X — Xp) 4х = Px, + Pore. 

$ 3.5. КВАНТОВАНИЕ СИГНАЛОВ 

Квантование означает преобразование сигнала, непре- 
рывного в широком интервале времени, в кусочно-непре- 
рывный, обладающий непрерывностью лишь в меньших 
интервалах времени, т. е. дискретный или дискретно-непре- 
рывный. Квантование может быть произведено по уровню, 
времени или уровню и времени одновременно (рис. 3.26). 
В первом случае сигнал сохраняет некоторое значение, 
пока он не изменится (при непрерывном изменении) на 
Ах (сплошная линия на рисунке). Во втором — пока не 
пройдет время Af, после чего он принимает новое значе- 
ние, совпадающее с полученным к тому времени при 
непрерывном изменении (на рисунке пунктиром). Кванто- 
вание по времени, в отличие от указанного, может не 
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сопровождаться запоминанием значения непрерывного 
сигнала на весь интервал времени Af. При этом сигнал 
становится импульсивным. В третьем случае сигнал также 
принимает значения, отличающиеся на целое число шагов 
Ах, ближайшие к тем, какие он имеет при непрерывном 
изменении, через промежутки времени ДЕ, сохраняя их 
в течение этих промежутков (точечная линия на рисунке). 

Величины Ax и Af называют шагами (или интервалами) 
квантования. Их выбор должен быть подчинен некоторым 
условиям . 
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Рис. 3.26. Четыре способа квантования 

Рассмотрим квантование по времени сигнала x(t), 
имеющего изображение X (iw) по Фурье. Практически 
спектр сигнала всегда ограничен некоторой полосой пропу- 
скания, характерной для системы, через которую сигнал 
проходит. Положим, что в пределах такой полосы частота 
изменяется от —, До ®., так что ширина полосы равна 
удвоенной частоте среза ®‹. Так как спектр не существует 
вне этой полосы, рассматриваемый сигнал может быть 
выражен с помощью интеграла Фурье в следующей форме: 

x(t) =5- \ ef X (iw) dw. 

Отсюда, положив 

= и, (3.57) 
“с 
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п о v 

rye Dl период, ONPeeJIAeCMbIH ширинои полосы пропуска- 
с 

ния, имеем: 
@ 

с 

«(2 n) 1 пе ” X (iw) de. 
— 4 

с 

Интеграл, входящий в это выражение, представляет 
собой п-й коэффициент разложения функции X (iw) по 

nv 
гармоникам с периодом, равным —. Таким образом [3.14], 

с 

значения, которые сигнал x(t) принимает в моменты 
времени (3.57), определяют коэффициенты Фурье в разло- 
жении его комплексного спектра, а стало быть и самый 
спектр. Но сигнал полностью определяется его спектром. 
Следовательно, сигнал полностью определяется своими 

значениями х (= п . Поэтому интервал квантования по вре- 

мени должен быть таким, чтобы соседние значения полу- 
чаемого при этом ‘дискретного сигнала отстояли друг 
от друга не более чем на время Ё по (3.57). Это будет 
иметь место, если интервал квантования 

At<—. (3.58) 
We 

Тогда квантование по времени не будет сопровождать- 
ся потерей информации, зависящей от спектра сигнала. 
Условие (3.58) выражает ‚пеорему Котельникова [3.1]. Оно 
следует также из более общего положения, согласно 
которому сигнал, имеющий длительность Т‹, полностью 
определяется совокупностью его значений, число которых 

в) 

равно — Т‹, причем они могут быть и неравноотстоящими 

[3. 14]. 
В случаях постоянного интервала At удобно рассмат- 

ривать определяемую им частоту квантования 

Qn 
Ive шк == 

Тогда условие (3.58) принимает вид 

Wie — 2%. (3.59) 

Пусть модуль | Х (iw) {комплексного спектра квантуемого 
сигнала зависит от частоты (сплошная линия на рис. 3.27). 

124



Условие (3.59), обеспечивающее сохранение информации, 
зависящей от спектра, показывает, что в спектре кванто- 
ванного сигнала имеет место повторение спектра квантуе- 

(iw) 

a ~ ZAIN 

rin | 

| 

| 
| 

-
”
 

\ ~
 

| 

| 
I > a. 

} 

| 
| 
| 
| 

\ / \ 

Wy р’, 

Рис. 3. 27. Спектр квантованного сигнала 

мого сигнала с частотой w, (пунктиром на рис. 3.27). 
Это можно доказать и непосредственно [3.10]. При 

ок < QW, 

повторяющиеся спектры налагаются друг на друга, вслед- 
ствие чего спектры квантованного и квантуемого сигналов 
становятся различными. 

и 
Такое же наложение f IN 
имеет место при &, — со, 
когда спектр квантуемо- \ 
го сигнала не ограничен. 
Если, однако, при этом \ 
существует полоса ча- _ 
CTOT, за пределами ко- Ag x 
торой значения модуля a 
|X (jw)|  пренебрежимо Puc. 3.28. Квантование функции pac- 
малы, TO ширина этой пределения 
полосы определяет зна- 
чение ,, которым можно воспользоваться, чтобы приме- 
нить теорему Котельникова. Эта теорема приближенно 
справедлива, таким образом, в случае неограниченного спек- 
тра, который имеют сигналы, ограниченные во времени. 

Квантование сигнала по уровню удобно рассматривать 
как задачу квантования случайного непрерывного сигнала 
X, имеющего плотность вероятности w(x). В результате 
квантования сигнала с интервалом Ах значения w(x) будут 
отличаться от нуля лишь при x==nAx (рис. 3.28), где 
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записанные с помощью дельта-функций они имеют вид 

ndx + >. Ах 

8(х— Ах \ w(x) ах. 
пах — тах 

Следовательно, квантование сигнала по уровню пре- 
образует непрерывную функцию W (XxX) в импульсивную ана- 
логично квантованию по времени [3.5]. Поэтому, заменяя 
время сигналом, а сигнал — функцией W(x) в приведенном 
выше исследовании квантования по времени, можно полу- 
чить для квантования по урозню результат, аналогичный 
теореме Котельникова. При этом спектр квантуемого 
сигнала заменяет характеристическая функция  (й) (3.39). 
Если ее модуль пренебрежимо мал при |{|`> &, то кванто- 
вание не сопровождается потерей информации, зависящей 
от характеристической функции сигнала, т. е. от его 
вероятностных свойств, когда 

А5< Е. (3.60) 
с 

Интервалы Af и Ах могут быть выбраны в пределах, 
определяемых условиями (3.31) и (3.60), применительно 
к той или иной задаче квантования. Такие задачи возни- 
кают, например, при воздействии непрерывных сигналов 
на цифровые элементы АУС. Вводя дополнительные усло- 
вия, связанные с решаемой задачей квантования, можно 
искать оптимальные значения At и Ax, которые однако 
должны удовлетворять указанным условиям. 

Квантование по времени и уровню возможно также 
посредством линейного изменения квантованного сигнала 
в пределах каждого шага квантования по времени с угло- 
вым коэффициентом, равным -Е1. На рис. 3.26 такой 
способ квантования сигнала показан пунктиром с точкой 
[3.9]. 

Пример. Найдем условия квантования по уровню для сигнала 

x (В = at [1 (4) —1(¢—T)] (3.61) 

(рис. 3.29). В этом случае производная описывающей функции 
Г (Е) =а. Рассматривая данный сигнал как одну из реализаций ста- 
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ционарного случайного процесса, воспользуемся формулой (3.41) 

0 «<0 

W(X) = О=х=аГ 
аТ 
0 x>aT 

Таким образом, 

- w (x) = al (x) — 1 — 21] 
(puc. 3.30). 

Функция W(X) позволяет вычислить характеристическую функ- 
цию по формуле (3.39), заменяя бесконечные пределы граничными 

r(t)h walt 
a7}--------- -Ё. 

ат 

aa 

о } ro 0 ат д 

Рис. 3.29. Сигнал (3.61) Рис. 3.30. Плотность вероятности сиг- 
нала, представленного на рис. 3.29 

значениями сигнала, при которых плотность вероятности отличается 

от нуля. Поэтому 
aT 

W (Е) = = \ eX ах = т (г tat _ 1). 

0 

Отсюда находим вещественную и мнимую части характеристи- 
ческой функции: 

Re W (ey = MATE 
Im W (i§) = cos a 

Легко убедиться, что наибольшие экстремальные значения Be- 
щественной и мнимой частей равны: 

Re W (10) =1, 

‚т 2 IW (is) =— =. 
Поэтому примем, что при & =& амплитуда вещественной части 

имеет абсолютное значение 

Тогда 

и по (3.60) интервал квантования 

Ах = паГье.



ГЛАВА IV 

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ И ДИНАМИЧЕСКИЕ 

ХАРАКТЕРИСТИКИ АВТОМАТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

$ 4.1. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ НЕПРЕРЫВНЫХ СИСТЕМ 

Свойства автоматической системы определяются ее 
параметрами, т. е. физическими величинами, характери- 
зующими ее элементы. Например, контур ЮС характери- 
зуют электрическое сопротивление и электрическая 
емкость, пружину — ее жесткость; сопротивление, емкость 
и жесткость являются параметрами системы, в состав 
которой входят эти элементы. Параметры далее предпо- 

| лагаются сосредоточенными в не- 

| = которых пунктах системы, которая 
wt, рассматривается как система с с0- 

u(t) = средоточенными параметрами. 
| Пользуясь физическими зако- 

Puc : нами, которыми описываются яв- 
ис. 4.1. Электрический 

контур с сосредоточен- Ления, происходящие в рассматри- 
ными параметрами ваемой системе, можно составить 

уравнение, связывающее входной и 
выходной сигналы, их производные и интегралы через пара- 
метры системы. Такое уравнение называется уравнением 
движения этой системы, понимая движение, как измене- 
ние выходного сигнала во времени. Согласно выяснен- 
ному в предыдущем параграфе производные и интегралы 
реальных сигналов должны быть обобщенными. Поэтому 
уравнение движения автоматической системы, написанное 
относительно выходного сигнала, должно быть уравнением 
в обобщенных производных. 

Рассмотрим составление уравнения движения, взяв 
для примера электрический контур, в который последо- 
вательно включены сопротивление, конденсатор и катушка 
индуктивности (рис. 4.1). Пусть на контакты контура 
подается напряжение 

u(t) = (010, (4.1) 
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которое будем рассматривать в качестве входного сигнала. 
В качестве выходного сигнала может быть взята любая 
величина, характеризующая процесс, вызываемый в кон- 
туре напряжением и (1): TOK, заряд конденсатора, напря- 
жение на любом из трех элементов контура. Предполо- 
жим, что нас интересует зависимость тока от времени. 
Так как ток появляется при включении напряжения (4.1), 
его зависимость от времени должна иметь вид 

(0 =f: 1), 

где |; (1) — описывающая функция тока. 
Заряд конденсатора, также появляющийся при вклю- 

чении напряжения (4.1), должен быть записан как 

9 (2) =f (4) 1 (2), 

где f, (Г) — описывающая функция заряда. 
Поэтому ток необходимо рассматривать как обобщен- 

ную производную заряда 

i (t) == Dg. (4.2) 

Выражение заряда через TOK запишем в форме обоб- 
щенного интеграла 

Если С — емкость конденсатора, то напряжение на 
нем равно 

] 
= D“i. qv 

Обозначая через ТФ (1) потокосцепление катушки ин- 
дуктивности, зависящее от тока, найдем напряжение на 
ней: 

DW =W" (i) Di, 

ron dV ` 
где W (‘) =F — обычная производная потокосцепления 

по току. 
Применяя теперь второй закон Кирхгофа, при сопро- 

тивлении, равном R, имеем: 

- торе и Ц. (4.4) 
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Это есть уравнение движения рассматриваемого кон- 
тура в обобщенных производных. Полученное уравне- 

ние (4.4) может быть нели- 
y | нейным, если коэффициент 

при производной Di зависит от 
тока. В таком случае рассматри- 
ваемый контур является нели- 

yy нейной системой. Вместо реаль- 
arctgl ной нелинейной системы можно 

рассматривать ее линейчую мо- 
„ ель, описываемую линейным 
с 

4 
J | 

| 
| 

| 
0 bm у уравнением движения (иуравне- 

Рис. 4.2. К линеаризации Wem линейного приближения), 
уравнения движения конту- CCJIH нелинеиное уравнение под- 

pa, показанного на рис. 4.1 дается линеаризации. В данном 
случае линеаризация обычно 

достигается заменой кривой VW (i) касательной при t=O 
(рис. 4.2). Это может быть допустимо, если ток не пре- 
вышает некоторого значения {м (рис. 4.2). 

В этом случае 

9” (1) |0 == L, 

где L— индуктивность цепи. 
Тогда (4.4) преобразуется в линейное уравнение в обоб- 

щенных производных с постоянными коэффициентами 

LDi+Ri+ 4 Оч =и (0. (4.5) 

Отсюда видно, что уравнение движения является ли- 
нейным с постоянными коэффициентами, если постоянны 
параметры системы. 

В общем случае уравнение движения может содержать 
члены интегрального вида, как это имеет место в (4.4) 
и (4.5) (последние члены в левой части). Следует заме- 
тить, что подходящей подстановкой, т. е. переходом к дру- 
гому выходному сигналу, от таких членов можно избав- 
ляться. Так, в рассматриваемом примере, пользуясь соот- 
ношениями (4 2) и (4.3), можно получить уравнение дви- 
жения, составленное не относительно гока, а относительно 
заряда конденсатора. В таком уравнении уже не будет ин- 
тегрального члена; в него будут входить (в левую часть) 
лишь члены, содержащие заряд и его первую и вторую 
обобщенные производные. Далее рассматриваются только 
уравнения такого вида (без интегральных членов). 
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Уравнение в обобщенных производных не является 
дифференциальным уравнением в обычном смысле, так 
как его члены могут быть разрывными, а также могут 
иметь угловые точки и содержать импульсы. Другое и 
важнейшее отличие этого уравнения от обычного диффе- 
ренциального уравнения состоит в том, что его решение 
единственное. Это следует из доказанной выше однознач- 
ности операции нахождения функции по ее обобщенной 
производной. Таким образом, для нахождения выходного 
сигнала из уравнения движения в обобщенных производ- 
ных не нужно никаких начальных условий, необходимых 
при интегрировании обычных дифференциальных уравне- 
ний [4.4]. 

В общем случае система может подвергаться воздей- 
ствиям, зависящим от обобщенных производных входного 
сигнала х!. Поэтому уравнение движения линейной си- 
стемы с постоянными параметрами в общей форме запи- 
шется 7 

AyD" xs -- А.О” ' x, + ... + A,1DX + A,X» = 

= B,»D"x, —- B,D™'x, +. ... + Bm1iDx1 + Вт. (4.6) 

Порядок производных в Левой и правой частях урав- 
нения (4.6) может быть различным. Например, если 
в уравнении движения контура, рассмотренного в преды- 
дущем параграфе, х!=и, а х=4д, то п=2 и т=0. 
Здесь не принимаем во внимание чистое запаздывание, 
полагая время его равным нулю. 

Преобразуем уравнение (4.6), взяв за скобки A, в ле- 
вой части и в Вт в правой. Тогда, обозначая 

An = Т», An — Ти-л, ..>› An — Г! ’ 

Вт ==tTm, Bm = “т eee, Вт — 1%, An =K, 

получим: 

Т.О” хе —- Га” + ... + T:DXxq + xg 

= K (тиб О"... Dx, +). 
Последнее уравнение можно записать в сокращенной 

символической форме вида 

Py (D) № (1) =КР! (0) 1 (1), (4.7) 
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где 

P,(D)=1-+ у T,D*, (4.8) 
k=] 

P,(D)=1 У #0 (4.9) 
k= 1 

— полиномы OT оператора О. У линейных систем с по- 
стоянными параметрами коэффициенты Ty Ht, этих поли- 
номов постоянны. Постоянная с индексом А должна иметь 
размерность времени в степени А, так как умножается 
на Ш”, т. е. на величину, ‘имеющую размерность вре- 
мени в степени — А, а такое произведение, суммируясь 
с единицей, должно быть безразмерным. К — коэффициент 
усиления, размерность которого, как видно из (4.7), равна 

Е -— Е -— 
отношению размерностей xy и х,. Величины У Ть и Уз» 
называют постоянными времени. 

В большинстве случаев удобно пользоваться уравне- 
нием движения в операторной форме. Чтобы перейти 
к такой его форме, рассмотрим изображение обобщенной 
производной по Лапласу [4.4]. Если 

Х (р) =х(0, 
где х (1) — сигнал вида (3.1), то, как известно из опера- 
торного исчисления, 

pX (р) —x(+ 0) =Г (0) 1() (4.10) 
или, так как х(-- 0) =} (0), 

pX (р) —1(0) =f (#) 1 (2). 

Это — изображение первого члена обобщенной производ- 
ной (3.19). Так как изображение 8-функции равно еди- 
нице, изображение второго члена той же производной 
равно | (0). Следовательно, изображение обобщенной про- 
ИЗВОДНОЙ ; 

pX (р) — f (0) +-f (0) = pX (p), 
т. е. 

pX (р) = Dx. 

Это соответствие нетрудно распространить на обобщенную 
производную порядка R: 

р"Х (p) = D*x. (4.11) 
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‘’ Изображение первой обобщенной производной можно 
получить и непосредственным применением преобразова- 
ния Лапласа к правой части выражения (3.19). При этом 
найдем, что искомое изображение равно сумме изображе- 
ний членов f’ (1) 1(1) и 1(0)58(). Замечая, что в области 
вания, выполняемого при вычислении изобра- 
жения, т. е. при #>>0, 1(1) =1, найдем первое слагае- 
мое изображения как изображение производной }’ (В: 

ет! (t) dt = pF (р) — [ (0), (4.12) 

где 

F (p) =f (2). | 

Второе слагаемое изображения равно, очевидно, про- 
изведению постоянной величины |(0) на изображение 
5-функции, равное единице ($ 3.3), т.е. равно | (0). При- 
бавляя это к (4.12) и замечая, что в области существо- 
вания сигнала (при ¢ >0) Е (р) =Х (р), получаем (4.11). 

В общем случае сигнала с импульсивными составляю- 
щими, имеющего вид (3.25), соответствие (4.11) также 
имеет место. В этом легко убедиться, принимая во вни- 
мание, что в силу того же соответствия 

8 (t) = р”. 
Соответствие (4.11) позволяет представить уравнение 

движения (4.7) в операторной форме, получаемой заменой 
сигналов их изображениями по Лапласу, а символа обоб- 
щенной производной порядка Е — комплексным числом р 
в степени А: 

Py (р) Х, (р) = КР, (р) Х! (р). (4.13) 
Здесь X;(p) и Х. (р) — изображения входного и выход- 

ного сигналов; 
Р. (р) и Р, (р) — полиномы, называемые соответ- 

ственно оператором воздействия и собствен- 
ным оператором рассматриваемой системы. 

Решая уравнение (4.13) относительно изображения 
выходного сигнала, получаем: | 

Х+ (р) = W (р) Х! (р), (4.14) 
где 

W (2) =К Bo (4.15) 
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— передаточная функция рассматриваемой линейной си- 
стемы. Из того же уравнения и формулы (4.15) следует, 
что передаточная функция равна отношению лапласовых 
изображений выходного и входного сигналов: 

х, W = т (4.16) 

Пусть входной сигнал x; имеет составляющие хил, X42, 

X18) «ee, Xin: 

X= X11 + X19 X13 +... Хи. 

Тогда, если Хи, X19, Аз,..., Ат — изображения этих 
составляющих, то изображение входного сигнала 

ХА = Xu + Хв- Xig+... + Xins 

а изображение выходного сигнала, согласно (4.14), 

Xo W (Xa + Xig+ Xigf..e bt Хип). 

Отсюда следует, что каждая составляющая входного 
сигнала вызывает появление некоторой составляющей вы- 
ходного сигнала, имеющей такой же вид, как и при 
отсутствии других составляющих входного сигнала. В этом 
проявляется суперпозиция реакций — основное свойство 
линейных систем. 

При наличии нескольких входов, каждый из которых 
связан с выходом передаточной функцией, реакции, вызы- 
ваемые поданными на эти входы сигналами, также скла- 
дываются. Таким образом, изучение реакции линейной 
системы на любой сигнал, поданный на любой ее вход, 
можно делать в предположении, что никаких других сигна- 
лов система не получает, т. е. что она находится в покое. 
При наличии же нескольких сигналов, поданных на один 
и TOT же или на разные входы, реакции линейной си- 
стемы на них складываются. На этом основании преды- 
дущие результаты можно обобщить на случай линейной 
системы, имеющей ряд входов, на каждый из которых 
подано несколько сигналов. 

Пусть К;и Ри; (р) — коэффициент усиления и опера- 
тор воздействия, характеризующие {-й вход, на который 
подаются сигналы х;, Тогда операторное уравнение дви- 
жения принимает вид 

Ра (р) Хз (р) = У К:Ры (р) 2 Xi; (р). (4.17) 
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Отсюда 

Xs (p) = VW; (p) УХ, (0), (4.18) 
1 J 

где 

Wi (= Кри (4.19) 

— передаточная функция, связывающая 1-й вход с выхо- 
дом. Возвращаясь от операторного уравнения движения 
(4.17) к уравнению в обобщенных производных, получаем: 

Py (D) X(t) = 2 К:Ри (Р) 9} xi; (t). (4.20) 
J 

В частном случае системы с одним входом, на который 
подается лишь один входной сигнал, из (4.17), (4.18) и 
(4.20) следуют уравнения (4.13), (4.14) и (4.7). 

Входной сигнал вида (3.4), т. е. при наличии чистого 
запаздывания, по теореме сдвига оригинала 

ж (— t) == Xq(p)e"*. 

Поэтому он может быть найден из (4.13), если передаточ- 
ные функции устройства, в котором имеет место чистое 
запаздывание, определить как 

(р) = Ki ee) ers (4.21) 

(запаздывание может быть различным для разных входов). 
Определяемые таким образом передаточные функции 
устройства с запаздыванием являются трансцендентными. 

Приведенный выше вывод уравнений движения и пере- 
даточных функций линейной системы показывает, что 
характеризующие такую систему собственный оператор 
и оператор воздействия, а равно ее передаточные функции 
не зависят от вида входных сигналов, а определяются только 
свойствами системы. В отличие от этого оба оператора, 
а следовательно, и передаточная функция линейной модели 
нелинейной системы зависят от входных сигналов. Дей- 
ствительно, положение точки нелинейной характеристики, 
около которой произведена линеаризация (см. рис. 4.2), 
может зависеть от входного сигнала, влияющего поэтому 
и на коэффициенты: полиномов Ри Py. 

Приведенный вывод передаточной функции показывает 
также, что ее выражение (4.15) характеризует систему, 

135



находящуюся в любых условиях, а не только при так 
называемых «нулевых начальных условиях», как иногда 
указывают. В действительности выходной сигнал пол- 
ностью и однозначно определяется передаточной функ- 
цией и вызывающим его входным сигналом. Это ясно 
видно из уравнения (4.14). Не может быть, следовательно, 
никаких «начальных условий», определяемых из`каких- 
либо других соображений: выходной сигнал однозначно 
определяется входным и передаточной функцией вместе 
со своими начальными значениями. 

Приравнивая нулю знаменатель передаточной функции, 
получаем характеристическое иравнение рассматриваемой 
системы. Коэффициенты характеристического уравнения 
реальной системы всегда вещественны. Поэтому его корни, 
называемые полюсами передаточной функции, могут быть 
либо вещественными, либо сопряженными комплексными. 
Корни полинома Р, (р) называются нулями передаточной 
функции. 

Примеры. 1. Составим уравнение движения электромеханиче- 
ской автоматической следящей системы, функциональная схема 
которой представлена на рис. 4.3. | 

Рис. 4.3. Функциональная схема к примеру со- 
ставления уравнения движения 

Уравнение движения можно получить из условия равновесия 
действующих на выходном валу моментов 

Мдв = Мл + Мпр, 

где Млв — момент, развиваемый исполнительным двигателем ИД; 
M, — динамический момент; 
Мпр — момент от противо-э. д. с. и сил трения. 
На вход системы подается управляющее воздействие в виде 

угла поворота командной оси a, =f (1) | (2), а выходной вал системы, 
поворачивающий объект О, будет при этом перемещаться по за- 
кону ас = (1) 1 (1). Информацию 06 углах a, и ас воспринимает 
в виде электрических сигналов чувствительный элемент YJ, кото- 
ый вырабатывает сигнал, определяемый углом рассогласования 
— ад — ас. Этот сигнал через усилители напряжения и мощности 

YH и УМ передается исполнительному двигателю, который через 
редуктор Р сообщает требуемое движение объекту. 
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Момент Мпр пропорционален скорости вращения системы: 

Мир = FDa, 

(все параметры приведены к валу нагрузки), где F — коэффициент 
пропорциональности, зависящий от сил трения и противо-5. д. с. 
двигателя. Динамический момент зависит от ускорения системы и 

определяется выражением 

M,=JD*a,, 

где /— момент инерции системы. 

| 

Wy (Ум 
Cc 4 | м 

Рис. 4.4. Блок-схема гидрорегулятора 
скорости 

С другой стороны, момент, развиваемый исполнительным ` дви- 
гателем замкнутой системы, должен быть пропорционален углу рас- 
согласования 9 = a, — ас. Следовательно, My, = K (a, — ас). Из усло- 
вия равновесия моментов получаем выражение 

Ka, — Кас = JD*a, + ЕОас, 
ИЛИ 

Kay = Ла, + ЕБа, | Kay 
которое преобразуем к виду 

Ka, = (JD? + ЕО + К) ас, 

что является частным случаем общей формы записи уравнения 
движения (4.7). `Уравнение движения системы можно записать и 
в несколько иной форме, если сделать в правой части подстановку 
ад == + ас: 

К0 = /Оа. + FDa,. 

Такая форма записи оказывается полезной для проведения некото- 
рых исследований, зависящих от специфики конкретных САУ. 

2. Составим уравнения движения и передаточные функции 
объемного гидрорегулятора скорости, состоящего из насоса НЯ, 
мотора М и соединяющих их труб [4.6], блок-схема которого пред- 
ставлена на рис. 4.4. Расход Q, рабочей жидкости насосом, т. е. 
объем ее, подаваемый насосом в единицу времени, складывается из 
полезного расхода Qy через мотор, расхода Qy, вызываемого утеч- 
кой в обеих машинах и в трубах, и расхода Q,, обусловленного 
сжатием жидкости. Отсюда получается уравнение расходов 

Он = Qu + Чу + Фе. | (4.22) 

‚Момент M,, развиваемый на валу гидромотора, уравновеши- 
вается динамическим моментом М); и моментом статических сСопро- 
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тивлений Мс, следовательно, уравнение моментов 

My = М. - Me. (4.23) 

Поставленная задача требует совместного решения этих урав- 
нений. Рассмотрим входящие в них величины. 

Регулирование скорости осуществляется изменением расхода 
Он, происходящим при перемещении управляющего органа насоса. 
Обозначим через х относительное значение этого перемещения, 
определяемое так, что — | <х=]. 

Тогда 

Он = нон, (4.24) 

где dy — постоянная насоса, равная объему жидкости, подаваемому 
им при повороте его вала на единичный угол; 

«н — угловая скорость вращения этого вала. 
Вводя постоянную мотора 4м и угловую скорость oy его вала, 

имеем. 

Qu = Wu ue (4.25) 

Составляющую расхода О„, зависящую OT утечки, определим 
как 

. Qy =rP, (4.26) 

где г — ее значение на единицу давления Р. 
Составляющая же, обусловленная сжатием жидкости, 

Че = р (АИ), (4.27) 

где ДУ — приращение объема V рабочей жидкости, находящейся 
под давлением вследствие сжатия. 

Принимая, что приращение 

AV = ВУР, 

где 8 — коэффициент объемного сжатия жидкости (относительное 
приращение объема на единицу давления), находим из (4.27): 

Qc = BV DP. (4.28) 

Момент, развиваемый Ha валу мотора, 

Ми = 19mP) (4.29) 

где 1 — гидравлический коэффициент полезного действия мотора. 
Динамический момент 

Ма = JDo,. (4.30) 
Здесь момент инерции 

J=Jy t+ Jet Ja (4.31) 

где Jy — момент инерции ротора гидромотора; 
Л. — гидравлический момент иперции, учитывающий влияние 

поступательного движения жидкости в регуляторе [4.2]; 
‚ Jn — момент инерции устройства, приводимого мотором, при- 

веденный к валу последнего. 
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Момент статических сопротивлений предположим заданным 
в виде некоторой функции времени &: 

Ме=т (6. (4.32) 

Подстановка (4.25), (4.26) и (4.28) в (4.22) приводит к преобра- 
зованному уравнению расходов 

BVDP + rP + д4иои = Wyn (4.33) 

постановка же (4.29), (4.30) и (4.32) в (4.23) — к преобразованному 
уравнению моментов 

Урон + т = 4 yP. (4.34) 

Находя Р из (4.34) и подставляя в (4.33), исключим из этих 
уравнений давление. Из (4.34) 

Р = — (JDwy + т). (4.35) 

Здесь т и wo, — переменные. От них зависит к. п. д. 79, который 
изменяется в широких пределах при изменении нагрузки и ско- 
рости вращения гидромотора. А от 1 зависит гидравлический 
момент инерции [4.2]. Таким образом, подстановка (4.35) в (4.34) 
приводит к нелинейному уравнению из-за наличия в нем к. п. д. т, 
если даже пренебречь другими факторами, приводящими к нели- 
нейности. 

Обычный прием линеаризации в рассматриваемом случае состоит 
в допущении, что к. п. д. имеет некоторое постоянное среднее зна- 
чение 

1 == const. (4.36) 

Это означает замену реального регулятора его линейной моделью. 
Входящая в (4.33) угловая скорость wy определяется изменяю- 

щимся числом оборотов приводного двигателя насоса. Так, в элект- 
рогидроприводе число оборотов электродвигателя зависит от пере- 
ходных процессов в электрической части привода, которые следует 
учитывать наряду с гидравлическими переходными процессами [4.1]. 
Предполагая, что мощность электродвигателя достаточно велика и 
что он имеет достаточно жесткую механическую характеристику, 
можно принять, как это делают, 

wy, == const. (4.37) 

Тогда, вводя передаточное число гидрорегулятора 

1= — (4.38) 

напишем уравнение движения регулятора в форме 

(T,D? + T,D +1) j (t) =K,y x(t) — Km (1D +) т (0. (439) 

Здесь переменные xX, ти ] записаны как функции времени. 

Постоянные 7; = Л. ‚ Ге = ВИ, Tt =, т, =ВИ. Коэффициенты 
Na 19 м 

qu | силения =, =. 
Y Kx dy Km ЧФ 

\ 
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Полученное уравнение (4.39) показывает, что передаточное 
число J (¢) зависит от двух воздействий: управляющего и возмущаю- 
щего. Эти воздействия можно рассматривать как входные сигналы, 
под действием которых на выходе системы образуется функция 
j(t). Уравнение (4.39) описывает линейную модель регулятора, 
вследствие чего процессы, вызываемые воздействиями X(t) и т (1), 
можно рассматривать порознь, учитывая лишь, что второй процесс 
может иметь место только при наличии первого. На выходе про- 
исходит суперпозиция этих процессов. 

Оба сигнала начинают действовать на работающий регулятор 
при Её =0. Поэтому их следует записать в виде 

x(t) =f (t) 1 (0), (4.40) 
m (t) = fm (t) 1 (2). (4.41) 

При Ё=0 возмущение m(t) всегда появляется хотя бы в виде 
момента трения. Но и этот момент появляется скачком при начале 
движения; это ясно из того, что он меняет знак при перемене 
направления вращения. Наличие входных сигналов вида (4.40) и (4.41) 
соответственно ограничивает и функцию f (ё). Не рассматривая 
чистого запаздывания в регуляторе, следует, очевидно, представить 
передаточное число как 

J (t) = fy (0 14). 
В связи с указанным видом функций‘ (4.40) и (4.41) уравнение 

движения (4.39) должно быть уравнением в обобщенных производных. 
Применяя соответствие (4.11) к уравнению (4.39), получаем 

следующее операторное уравнение движения гидрорегулятора: 

(Typ° + Typ + 1) J (p) = KX (р) — Km (вр + %) М (р), (4.42) 
где Х (р) и /(р) — изображения функций x(t) и / (1). 

Это уравнение можно записать иначе, введя передаточные 
функции 

К» ‘ 

М (= TTT py’ (4.43) 

__ TP + To 

первая из которых относится к управляющему, а вторая — к BO3MY- 
щающему воздействию. Тогда из (4.42) получаем изображение перс- 
даточного числа 

Л(р) = №, (р) X (p) — Wm (p) M (p). (4.45) 

$ 4.2. ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ НЕПРЕРЫВНЫХ СИСТЕМ 

Если изображение Xq(p) выходного сигнала не имеет 
особых точек в правой полуплоскости, а входной сигнал 
изобразим по Фурье, то при подстановке (3.28) в правую 
часть уравнения (4.14) получим изображение по Фурье 
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(хотя бы в несобственном смысле — § 3.3) или комплексный 
спектр выходного сигнала: 

Хз (tw) = W (iw) Х, (iw). (4.46) 

Здесь X, (iw) — комплексный спектр входного сигнала. 
В уравнении (4.46) W (iw) — частотная характеристика 

рассматриваемой системы. Из формулы (4.16) следует, что 

. X, (iw W (iw) =F ot (4.47) 

т. е. частотная характеристика равна отношению спектров 
выходного и соответственно входного сигналов. 

При наличии чистого запаздывания частотная характе- 
ристика, как следует из формулы (4.21), 

. P, (io) _; 
W (iw) = : em, . (io) = K 5 (4.48) 

Частотную характеристику (4.47) всегда можно pa3- 
ложить на вещественную и мнимую части: 

| W (iw) =U (w) + iV (w). (4.49) 

Можно представить ее и в виде 

W (iw) = M (w) ef? ©), (4.50) 
где модуль 

М (0) =У0*(@&)У*(), (4.51) 

а фаза удовлетворяет условию 

ве. (4.52) 

Пользуясь вещественной и мнимой частями Ци V как 
прямоугольными координатами, можно изобразить вектор 
(4.50) на плоскости этих координат. Кривая, проведенная 
через концы векторов, соответствующих различным зна- 
чениям частоты w, т. е. его годограф, называется ампли- 
тудно-фазовой характеристикой рассматриваемого устрой- 
ства. Радиус-вектор, проведенный из начала координат 
в какую-либо. точку этой кривой, равен по величине 
модулю М частотной характеристики, а угол 9, состав- 
ляемый им с осью И, — ее фазе (рис. 4.5). Такую ампли- 
тудно-фазовую характеристику называют характеристикой 
второго рода. В отличие от нее у характеристики первого 
рода (называемой также обратной и инверсной} радиус- 
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вектор имеет величину, обратную модулю М, и составляет 
с осью И угол, отсчитываемый по часовой стрелке. При 
этом по оси абсцисс должна быть отложена величина 

U 

V 

и: 
Заметим, что, как у всякого изображения по Фурье, 

вещественная часть частотной характеристики должна быть 
° четной функцией частоты, а мни- 

мая — нечетной. Поэтому из двух 
ветвей амплитудно-фазовой харак- 
теристики, соответствующих поло- 
жительным и отрицательным ча- 

/  стотам, достаточно вычислить лишь 

Рис. 4.5. К построению ОДНУ, Другая же является зер- 
амплитудно-фазовой xa- Кальным изображением первой в 
рактеристики второго вещественной OCH. 

рода Как показывает уравнение 
(4.46), частотная характеристика 

позволяет найти спектр выходного сигнала по спектру 
любого сигнала, поданного на выход. Вместе с тем она 
непосредственно определяет выходной сигнал, вызывае- 
мый гармоническим воздействием. Таким воздействием яв- 
ляется входной сигнал 

а по оси ординат 

x, (t) =a, sin yt- 1 (2). (4.53) 

Изображение вызываемого им выходного сигнала 

__ а11 Хе (ру (р), (4.54) 
где W (р) — передаточная функция. 

Рассмотрим случай, в котором полюса изображе- 
HHA Xoq(p), зависящие от передаточной функции Я (р), 
находятся в левой полуплоскости (это означает, что рассмат- 
ривается устойчивая система, см $ 6.1). Но Х,(р) имеет 
еще два сопряженных полюса на мнимой оси — p==- iy, 
обусловленных изображением входного сигнала. Поэтому 
выходной сигнал имеет затухающую (регулярную) состав- 
ляющую X, (1), определяемую полюсами передаточной функ- 
ции, и незатухающую (нерегулярную) составляющую x, (Й, 
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определяемую полюсами изображения входного сигнала. 

Тогда 

Хз (р) = Хр (р) -- Xu (р), 

где 

Хр (р) = Xp (t), 

X 4 (р) = Xy (2). 

При указанном расположении полюсов обе составляю- 
щие выходного сигнала изобразимы по Фурье. Поэтому 
из (4.54) найдем комплексный спектр выходного сигнала: 

Хз (АТ. 
Отсюда 

ary W (1) А, _ 7 — в = Tre +X, (iw), (4.55) 

ИЛИ 

ayW (iw) = А! (1— ©) + 4» (1-Е ©) + Хр (№) (7? — ©). 

Полагая здесь w= 7, получаем: 

У (ty) = 213 

и находим 

Ay= 2). 

при ® = — 7 

а Я (— iy) = 21Аь, 
откуда 

А, — a, W (—й) 

2 

Таким образом, нерегулярная часть изображения из 
(4.55) 

Аз 
An тия) 

W(—iy) |, Wit) 
[Е то + 1 ть] 

Согласно (4.49) 

W (Я) =U 0-Й (9, 
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так как U (1) — четная, а У (1) — нечетная функции час- 
тоты. Пользуясь этими выражениями, имеем: 

U(y) — iv U iV (1). 
Хн (iw) = F ore Oy ws | = 

a U(y)/ 1 1 \ 
2 На) 

ми 10, +o VQ) 
‘2 [Е =a) = Paw" 

Отсюда, переходя к оригиналам, находим: 

хн (В = а: [О (1) sin y+ И (1) cos 4 1 (0, 

ИЛИ 

Хн (t) = ag sin (y+ $) 1(0, (4.56) 

где амплитуда выходного сигнала 

d= a У 0*(1)-- У* (7), 
а сдвиг его фазы определяется соотношением 

=). 

. И (1) 

Следовательно, нерегулярная составляющая выходного 
сигнала линейной системы, вызванная синусоидальным 
входным сигналом частоты 1, также синусоидальна и имеет 
ту же частоту, но другую амплитуду и сдвинута по фазе 
относительно входного сигнала. 

Сопоставляя последние выражения с (4.51) и (4.52), 
находим, что отношение амплитуд выходного (нерегуляр- 
ной составляющей) и входного сигналов равно модулю 
частотной характеристики при частоте входного сигнала: 

а 

а, =М (7); (4.57) 

разность фаз тех же сигналов равна фазе частотной харак- 
теристики при той же частоте: 

ф=Ф (7). (4.58) 

Зависимость модуля частотной характеристики от ча- 
стоты называют амплитудной характеристикой системы, 
а зависимость аргумента частотной характеристики от 
частоты — фазовой характеристикой. Как видно из (4.57) 
и (4.58), значения амплитудной и фазовой характеристик 
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при некоторой частоте дают отношение амплитуд и раз- 
ность фаз перегулярной составляющей выходного и вход- 
ного сигналов, получаемых при поданном на вход гармони- 
ческом сигнале той же частоты. Отсюда следует возможность 
экспериментального получения амплитудной и фазовой 
характеристик устойчивой линейной системы, для которой 
выходной сигнал через некоторое время после подачи на 
вход сигнала (4.53) будет содержать практически только 
нерегулярную составляющую. 

Существует целый класс линейных систем, называемых 
минимально-фазовыми, для которых динамические свойства 
однозначно определяются только амплитудной или фазо- 
вой характеристикой (последней — с точностью до коэф- 
фициента усиления на нулевой частоте, т. е. по фазовой 
характеристике минимально-фазовой системы ее переда- 
точная функция находится с точностью до постоянного 
множителя). Минимально-фазовая система имеет фазовую 
характеристику, наибольшую по сравнению со всеми дру- 
гими системами, имеющими такую же амплитудную харак- 
теристику Если учесть, что для большинства систем фазо- 
вая характеристика отрицательна, то минимально-фазовая 
система имеет наименьшую по абсолютной величине фазо- 
вую характеристику по сравнению со всеми другими, 
имеющими такую же амплитудную характеристику. К мини- 
мально-фазовым системам относятся системы, передаточная 
функция которых есть рациональная дробь с нулями и 
полюсами, расположенными: в левой полуплоскости или 
на мнимой оси [4.3] 

Все частотные характеристики определяют связь выхода 
системы с каким-либо ее входом и изменяются при пере- 
ходе к другому входу. 

Пример. Найдем частотные характеристики гидрорегулятора, 
передаточные функции которого по управляющему и возмущаю- 
щему воздействиям имсют выражения (4.43) и (4.44). Из этих выра- 
жений получаем: 

а Ky 
Wy (io) = l— Tw? Го, 

a к [АО 
Wn (to) = Kx 7 5 To" 

Отделяя вещественную часть от мнимой, находим вещественную и 
мнимую составляющие частотных характеристик: 
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по управляющему воздействию — 

—_ | — Т.о? 
Uy () = Ах (1 _ То?) + ТГ? ’ 

Го 
Vy (w) =— Ky (I — о + То? ’ 

по возмущающему воздействию — 

то + (т, Г, — то Го) юз 
(1 __ Ть? + ТГ? ’ 

1 (1 — T,*) — Tol, 

(I — Tyo®)? + Tro? © 

От (©) = Km 

Ут (©) = Km 

$ 4.3. ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

Зависимость модуля частотной характеристики от ча- 
стоты, представляемая в логарифмическом масштабе, 
называется логарифмической амплитудной характеристи- 
кой (ЛАХ), а зависимость аргумента частотной характе- 
ристики от логарифма частоты — фазовой частотной харак- 
теристикой. 

При построении и применении этих характеристик 
пользуются акустическими единицами. Считают, что ча- 
CTOTbI We И ®, ОТЛИЧаются на октаву, если в/в; =2, и на 
декаду, если в/в: =10. Мощности P, и Py отличаются 

на =] бел, если lg = = |1, и Ha | децибел (06), если 
1 

igt=+0,1, Отличие мощностей Ha + 1 06 означает, 
1 

что i= 10°! — 1,259; при отличии мощностей на — 1 06 
1 

P _ 
р. == 10-01 —0,7943. Отношение амплитуд а. и ay, соот- 

1 

ветствующих мощностям Р. и Py, отличающимся на | 06, 
должно удовлетворять условию 

ИЛИ 

При этом считают, что амплитуды а и а! отличаются 
также на 1 06. Поэтому отличие амплитуд на | 06 
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означает, что 

72 — |] 1.959 —= 1,122, 
a, 

_ % |! И а отличие Ha | 06, что а, = Tag = 98918. 

Так как модуль частотной характеристики определяет 
отношение амплитуд выходного и входного сигналов при 
гармоническом сигнале на 
входе, подставляя модуль C4 

М = | ()| в функции 
Igw, уравнение ЛАХ за- 
писывают в виде 

=  — _< 

L=20lgM. (4.59) ipa, Go 

Получающиеся при этом Рис. 4.6. К построению логариф- 
кривые аппроксимируют мической амплитудной характери- 

ломаными линиями, состав- CTHKH 
ляемыми из асимптот (рис. 
4.6). Угловые точки этих ломаных определяют сопрягаю- 
щие частоты ®сп. 

Построим ЛАХ системы, имеющей передаточную функ- 
ЦИЮ 

=. (4.60) 

Вводя частоту, определяемую постоянной времени Т, 

OTF» 

приведем передаточную функцию к виду 

Кот 

W (p) = pre, 

Тогда частотная характеристика рассматриваемого устрой- 
ства 

. Кот 

W 0) = о, 
а ее модуль 

|W (io) |= 2h Voy or 
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Следовательно, по (4.59) 

L=20lg Ker 
буры, 

ИЛИ 

= 20 (lg K + Ig w;— Ig V oF + 0°). 

Для построения и исследования ЛАХ достаточно pac- 
смотреть случай, в котором К ==1, так как при всех дру- 
гих значениях коэффициента усиления характеристика 
получается параллельным переносом на отрезок 2015 К 
вдоль оси ординат. При К =| 

[—20 бог — 20 lg Ув в. (4.61) 

Отсюда находим, что в области частот, где о «ог, [==0, 
т. е. характеристика асимптотически приближается к оси 
абсцисс. 

В области же, где 

| о > wz, (4.62) 

L=20 lg вт — 20 в, (4.63) 

т. е. кривая асимптотически приближается к прямой, пред- 
ставляемой этим уравнением. 

Исследуем асимптоту, имеющую уравнение (4.63). Оче- 
видно, что она пересекает ось абсцисс в точке ® = ог. 
Чтобы выяснить ее наклон, рассмотрим частоты , и Wa, 
находящиеся в области (4.62) и отличающиеся на октаву, 
так что 

Wy == 2%. (4.64) 

При w=, из (4.72) имеем: 

[1 == 20 lg o — 20 Ig w,, 

а при ® =, находим, учитывая (4.64): 

Отсюда 

Ly — Li az —6 06. 

Следовательно, исследуемая асимптота имеет наклон 
или крутизну— 6 06б/окт и расположена, как показано 
на рис. 4.7. 
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Чтобы измерить наклон асимптоты в децибелах на 
декаду, возьмем частоты w, и ®›, отличающиеся на декаду 

Wg == 10%. 

Этим частотам соответствуют следующие значения [: 
при @ — 9! 

L, = 20 lg wy — 20 Ig w, 

a при W = Wy 

L, = 20 lg %т— 20 [5 10 — 20. lg w, = L, — 20. 

Наклон асимптоты равен —20 06/дек. Следовательно, 
6 06/oxm = 20 д6/дек. 

Построение асимптот дает возможность получить 
кусочно-линейную аппроксимацию ЛАХ, т. е. придать 
амплитудной частотной ха- 
рактеристике простую фор- cf 
му. Аппроксимируя ЛАХ Wu, Iga, gee, 
асимптотами, сопряженны- _, лия 
ми при частое С ~ Go) 99 

кА 
w=, (4.65) Е 

, pp St--~—------ . 
получим при этой частоте | х 

наибольшую ошибку. Эта рис. 4.7. ЛАХ системы с переда- 
ошибка равна истинному точной функцией (4.60) 
значению ординаты в точ- 

‚ ке сопряжения, находимому подстановкой (4.65) в (4.61): 

L=20 lg ®т— 20 lg(w7 V 9) =— 201g V2%—3 06. 

Пример. Построим и исследуем ЛАХ по передаточной функции 

W (p) = eet (4.66) 

Полагая p= Jw, находим из передаточной функции выражение 
частотной характеристики 

{То T?w? + {То 
Wi) = риь= 1+ То? . 

Следовательно, вещественная часть частотчой характеристики 

_ | 
] > 

iT я 
U(o) = 
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мнимая часть 

1 
И (<) = 1? 

ay 
модуль 

М = =. 

| +70 
Тогда 

L= 201g —— = = 201g 0 — 2015 У of ~ ofa 
V + ты 

где 

ca т. 

При oS ®‹а асимптотой является ось абсцисс: 

[= 0. 

При ® «< о.. получаем [= 201g ® — 201g ®.а; в логарифмиче- 
ском масштабе — это уравнение прямой, пересекающей ось lg w при 

} 

‘ lgw, 1962 9 Wea 90 
t | 

| окт | 

| 
— ария —— too 

г | S 
st 

Puce. 4.8. ЛАХ системы с передаточной 
функцией (4.66) 

= Weg, а ось [, — при [ = — 2016 °‹.. Определим наклон второй 
асимптоты. Для этого возьмем частоты w, И Ws, отличающиеся на 
октаву, так ЧТО wy == 2®,. Этим частотам соответствуют следующие 
значения L: 

Ly = 20 1, — 201g wa, 
Ly = 20 lg wy — 20 ро. = 20] 2%, — 20 Ig weg = 

= 20 Ig 2+ 20 въ, — 201g o., = 20 Ig 2+1,6+ [.. 

Следовательно, наклон асимптоты равен 6 O6/oxm (рис. 4.8). Наи- 
большая погрешность -асимптотической аппроксимации будет, оче- 
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видно, при ® = weg. Она равна истинному значению Г при этой 
частоте, т. е. 

20 Ig оса — 20 1g V 202, = 20 Ig w cq — 20 Ig weg — IG УЗ ==—3 06. 

§ 4.4. ВРЕМЕННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ НЕПРЕРЫВНЫХ СИСТЕМ 

Передаточная функция и частотная характеристика 
линейного устройства зависят только от его динамических 
CBOHCTB H ПОЗВОЛЯЮТ находить выходной сигнал по задан- 
ному входному, пользуясь уравнением движения в форме 
(4.14) или (4.46). Рассмотрим систему, имеющую лишь 
один вход, на который подан импульсивный сигнал xX, (Ё) = 
—6 (1). Тогда (см. § 3.3) Х, (р) =1; из (4.14) получаем: 

Хз (р) = (р). (4.67) 
Отсюда следует, что в случаях, когда полюса переда- 

точной функции находятся в левой полуплоскости, ком- 
плексный спектр выходного сигнала 

Хз (1%) = (io), (4.68) 

т. е. выражается частотной характеристикой системы. 
Тогда легко получить выражение выходного сигнала хо (#), 
пользуясь интегралом Фурье. Этот сигнал, представляющий 
собой реакцию рассматриваемого устройства на мгновенный 
единичный импульс, называют импульсной характеристикой 
(а также импульсной переходной функцией, или весовой 
‘функцией). Обозначая ее через w (Г), имеем: 

со 

w(t) = \ ее (iw) do. (4.69) 

И наоборот, частотная характеристика является изо- 
бражением импульсной характеристики по Фурье: 

W (iw) = \ 2“ (0 dt. (4.70) 
0 

Последние выражения показывают, что импульсная 
характеристика системы, передаточная функция которой 
имеет полюса лишь в левой полуплоскости, — затухающая 
функция времени. Из них следует также, что передаточная 
функция — изображение импульсной характеристики по 
Лапласу: 
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Заметим, что функция w(t) является выходным сигна- 
лом вида (3.1), т. е. содержит множитель в виде единич- 
ной функции 1(/), исключающей ее существование при 
[<0. Физически реакции на импульс не может быть до 
его появления, а для этого требуется, чтобы в матема- 
тическом описании реакции присутствовал множитель 
] (¢). 

Положим теперь, что в другом случае входной сигнал 
имеет вид единичного скачка: x, (г) =1(). При этом 
изображение входного сигнала 

а изображение выходного сигнала 

Xa(p)= —, (4.71) 
где W (р) — передаточная функция системы. 

Реакцию системы на входной сигнал в виде единич- 
ного скачка называют переходной характеристикой. Обо- 
значим эту реакцию через A(t), а ее изображение по 
Лапласу — через Н (р). Тогда передаточная функция 

W (p) = pH (р), (4.72) 
т. е. является, согласно (4.11), лапласовым изображением 
первой обобщенной производной переходной характери- 
CTHKH. 

Сопоставляя выражение (4.72) и соответствие (4.11), 
видим, что весовая функция есть первая обобщенная 
производная переходной характеристики 

w (t) = Dh (0), 

т. е 

w (И — р (t) 1 (2) + fr (0) 8 (0, (4.73) 

где |» (1) — описывающая функция переходной характе- 
ристики. 

Последнее выражение показывает, что в тех случаях, 
когда |, (0) #0, т. е. переходная характеристика начи- 
нается скачком, весовая функция содержит импульс. Но 
весовая функция w(t) имеет и составляющую fy (Ё) 1 (1, 
в которую входит ее описывающая функция fy (#). Так 
как члены, содержащие единичную функцию, в обеих 
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частях уравнения (4.73) должны быть равны, получаем, 
ЧТО 

it (4) = (2). 

Если полюса передаточной функции находятся в левой 
полуплоскости, то изображение выходного сигнала по 
Фурье в рассматриваемом случае имеет вид 

H (iv) =) (4.74) 

Поэтому частотная характеристика 

W (iw) = iwH (iw), (4.75) 

где 

H (io) — В (4) (4.76) 

— изображение по Фурье переходной характеристики. 
Импульсная. и переходная характеристики являются 

функциями времени, определяющими свойства системы. 
Их называют поэтому временными характеристиками. 
По этим характеристикам можно судить и о реакции 
системы на другие воздействия, как будет показано 
в гл. УП. 

Примеры. 1. Построим и исследуем переходную характеристи- 
ку в случае, когда передаточная функция имеет вид (4.60). Согласно 
(4.71), изображение искомой характеристики 

К 
Н (р) =-- Ф) = Р- Пр 

Переходя к оригиналу, получаем: 

h(t)=K(1—e7 4/7) 1 (2). (4.77) 

Отсюда следует, что спустя время Ё=Т после включения 
входного сигнала, ВЫХОДНОЙ сигнал 

h(T)=K(1 —e7 ') = 0,632К. (4.78) 

С помощью этого соотношения можно найти постоянную вре- 
мени Т по переходной характеристике (рис. 4.9). Далее находим, 
что прямая A=K является асимитотой рассматриваемой переход- 
ной характеристики, так как 

jim й (Е) =К. 

При ¢=0 имеем # (0) =0 — характеристика проходит через 
начало координат. Поэтому обобщенная производная выходного 
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сигнала 

Dh= * eT) (8). (4.79) 

Иначе ее можно представить так: 

_ KI) —A(t) = KA Dh 

Замечая же, что 
Dh = lg al (1), 

где « — угол наклона касательной к характеристике; 7 — при- 
лежащий к углу a катет прямоугольника (рис. 4.9). Отсюда вновь 

SA 
K j}-———— i is re — — ——-— 

A\/ | == 

боб = | 7 | 
/ | ] < 

/ | | | 
4 | | р 

р | | | 
| | | = 

0 r A 

Рис. 4.9. Переходная характеристика в слу- 
чае передаточной фуйкции (4.60) 

следует соотношение (4.78), а также уравнение касательной в на- 
t . 

чале координат A = А-=, которое можно легко получить и из 

t 
(4.77), полагая #=1—-—. 

Согласно (4.73), получили импульсную характеристику (4.79) 
рассматриваемого устройства. 

2. Найдем переходную характеристику звена, имеющего пере- 
даточную функцию 

— pit Mp 
We) =Кт тр. (4.80) 

Изображение искомой характеристики 

1+ Тр 
Н (p) =K . 4.81 

) р (1 + Tsp) (281) 
Здесь 

1+7 My N 
р(1-+ Тр) р L+ Typ’ 
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где М =1, N=T, — T,; следовательно, 

Г _ 1 

H(p)=K| 5 |, 
т. ГР 

откуда переходная характеристика 

h @=«{I _ (1 —=) en ит» 1 (6). (4.82) 
2 

3. Зная переходную характеристику звена, имеющего переда- 
точную функцию (4.80), найдем его импульсную характеристику. 

) По (4.82 

во-к-(-#)- 
Вычислив производную этой функции, найдем согласно (4.81) 

описывающую функцию 

Ty — 1, - ит Фо (t) = KA 
Тогда по (4.73) получим искомую импульсную характеристику 

w(t) eK ета +790). 

$ 4.5. ХАРАКТЕРИСТИКИ ИМПУЛЬСНЫХ СИСТЕМ 

В составе импульсной системы должны быть элементы, 
преобразующие непрерывные сигналы в импульсные. Та- 
кие элементы называют импульсными. Рассмотрим прос- 
тейшие системы такого рода, со- 
держащие лишь один импульсный x(t) РЕ HY элемент, ии + | 

Пусть система состоит из после- 
довательно соединенных импульс- Рис. 4.10. Простейшая 
ного элемента ИЗ, на который по-  СИСТема с одним  им- 

ъ ъ пульсным элементом 
ступает непрерывный входной сиг- 
нал хо (Г), и непрерывной части НЧ, 
как показано на рис. 4.10. Импульсный элемент преоб- 
разует входной сигнал в импульсы того или иного вида. 
Простейший импульсный элемент дает мгновенные еди- 
ничные импульсы, следующие с постоянным периодом пов- 
торения Т„. Если параметры импульсного элемента по- 
стоянны и можно пренебречь чистым запаздыванием, то 
импульс, появляющийся на его выходе в момент времени 
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t=nT,, пропорционален значению входного сигнала в 
тот же момент времени. Таким образом, на выходе этого 
элемента получается последовательность мгновенных еди- 
ничных импульсов, модулированных функцией ху (1). В ча- 
стности таким элементом является ключ любой конструк- 
ции (например, электромагнитный или электронный), по- 

Рис. 4.11. Выделение простейшего им- 
пульсного элемента 

средством которого осуществляется кратковременное вклю- 
чение сигнала. 

Импульсный элемент, на выходе которого получаются 
импульсы той или иной формы, можно заменить после- 
довательным соединением простейшего импульсного эле- 
мента ПИЭ и формирующего элемента ФЭ непрерывного 
типа, преобразующего модулированные мгновенные еди- 

ничные импульсы в импульсы 
требуемой формы (рис. 4.11). 
Далее непрерывные элементы 
ФЭ и НЧ можно объединить 
в один элемент ИНЧ, назы- 

Рис. 4.12. Преобразованная схе- ваемый приведенной непрерыв- 
ма простейшей системы с од- 
ним импульсным элсментом М0 частью [4.5]. Тогда рас- 

сматриваемая импульсная сис- 
тема, называемая разомкнутой, будет представлять собой 
последовательное соединение простейшего импульсного 
элемента ПЛИЗ и непрерывного элемента ПНЧ (рис. 4.12). 
ПНЧ будем предполагать линейной. 

Так как импульсный элемент реагирует лишь на дис- 
кретные значения входного сигнала, то только на эти 
значения будет реагировать и рассматриваемая система. 
Поэтому вместо непрерывного входного сигнала X(t) 
можно рассматривать решетчатый сигнал хо [п], который 
вызывает на выходе ПИЭ решетчатый сигнал x [п], пред- 
ставляющий собой последовательность мгновенных еди- 
пичных импульсов, модулированную функцией Xp (1). 
Вследствие суперпозиции резкций ПИНЧ сигнал хз (Р бу- 
дет равен сумме реакций a, 6, в, 2, д на каждый импульс 
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x,[n] (рис. 4.13), определяемых импульсной характерис- 
тикой IT | - 

Пусть & (Г) — импульсная характеристика ПНЧ по 
(4.69). Реакция ИНЧ на единичный мгновенный импульс, 
приложенный при п = т, равна w(t—mT,). Иначе эту 

nile) tx, i 

я, (17 

Рис. 4.13. Сигналы в простейшей им- 
пульсной системе 

реакцию можно представить в виде смещенной решетча- 
той функции &[(п —т), =|, так как 

t=(n-+e) Т.. 

Соответственно этому запишем 

Ха (1) = хе [П, =]. 

В интервале 0,1, т.е. при т==0, 

ха [П, =] = [0] wn, =]. 

В интервале от N==1 до п=2, в котором т=1|, к 
правой части предыдущего выражения добавляется ж [1] Ж 
xX wi{(n— 1), =]. 

В интервале от п=2 до п=3, где т==2, добавляет- 
ся еще х[2] и[(п— 2), =| и т.д. Таким образом, выход- 
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ной сигнал ПНЧ в интервале п, n+ 1 

xg[n, e]== >) ж[т] в [(п— т), 2]. (4.83) 
т =0 

Применяя к (4.83) дискретное преобразование Лап- 
ласа, имеем: 

Х, (4, е) = (4, в) . Хо (9), (4.84) 

где 

Хз (4, =) == ж [п, :], 

Xo (9) == Xo [т], 

W (4, =) =, ;]. (4.85) 

Уравнение (4.84) аналогично уравнению (4.14) непре- 
рывной системы. В нем изображение W (4, =) является 
передаточной функцией рассматриваемой импульсной сис- 
темы: 

__ Xs (4, =) W (4, = 0 (4.86) 

Согласно (4.85) 

W (9, =) =e >) е wn, :]. (4.87) 
п =0 

Здесь 

Ш[П, =] = [(п-- =) Т.] = (1) 

— импульсная характеристика ПНЧ. Поэтому передаточ- 
ная функция разомкнутой импульсной системы получа- 
ется применением дискретного преобразования Лапласа к 
импульсной характеристике приведенной непрерывной час- 
ти этой системы. 

Получив передаточную функцию импульсной системы, 
можно вывести из нее и частотные характеристики. Как 
и для непрерывных систем, передаточная функция и все 
получаемые из нее характеристики зависят от того, с 
каким из входов системы рассматривается связь ее выхода. 

Пример. Пусть /7HY простейшей импульсной ‘системы имеет 
передаточную функцию (4.60). Импульсная характеристика /7HY по 
(4.19 

м (=e eT (Е) 
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или, в форме смещенной решетчатой функции, 

w (п, =) = as exp(— are Г. 1 [n, =], 

где Гл — период повторения, характеризующий /7HI. Тогда по (4.87) 
передаточная функция рассматриваемой простейшей импульсной 
системы 

с К Т Т Фе п п 
И =O > ехр {— (9+5) n—e Al x 

так как при п —=0 единичная функция | [п, =] = 1. Суммируя полу- 
ченную геометрическую прогрессию, находим: 

Th 

уу (4, Jae e (т ы у (4.88) 



ГЛАВА V 

СТРУКТУРНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ АВТОМАТИЧЕСКИХ 

СИСТЕМ - 

$ 5.1. СТРУКТУРНЫЕ СХЕМЫ И СИГНАЛЬНЫЕ ГРАФЫ 

В отличие от уже рассмотренпых схем — функциональ- 
ных и блок-схем — структурные схемы представляют со- 
бой автоматическую систему, состоящую из элементов 
направленного действия, определяемых их передаточными 
функциями и называемых звеньями. Элемент направлен- 
ного действия — это такая часть автоматической системы, 
выходной сигнал которой зависит от входного, но не 

влияет на входной сигнал. 
Ay Структурная схема представляет 

систему разделенной на звенья 
и показывает порядок их соеди- 

Рис. 5.1. Последовательное нения и взаимодействия. 

соединение Существуют три основных 
способа соединения элементов 

структурных схем (рассмотренные. ниже на примерах про- 
стейших систем, составленных из двух звеньев): 

1) последовательное соединение, или разомкнутая цепоч- 
Ka, при котором выходной сигнал предыдущего элемента 
поступает на вход последующего (рис. 5.1). Сигнал хи 
является выходным для элемента / и входным для эле- 
мента 2; 

2) параллельное, или согласное параллельное, соедине- 
ние, при котором входы всех элементов получают один и 
тот же сигнал, а выходные сигналы их суммируются на 
общем выходе (рис. 5.2). Сигнал х, поданный на вход 
системы, поступает и на входы обоих элементов: 

Xy — Хз =Х. 

Выходные сигналы и и и, суммируются: 

у=и- и; 

3) обратная связь, или встречное параллельное соедине- 
ние двух элементов, при котором один из элементов 
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осуществляет обратную связь для другого. На рис. 5.3 

элемент | охвачен обратной связью с помощью элемента 2. 

Выходной сигнал ‘элемента / подается на выход системы 
и вход элемента 2.. Выходной сигнал элемента 2 сумми- 

Рис. 5.2. Параллельное со- Рис. 5.3. Соединение обрат- 
единение HOM СВЯЗИ 

руется с сигналом, подаваемым на вход системы. Обозна- 
чая входные сигналы через х, а выходные — через у, 
запишем: 

Ха — И! = У, 

м ==х-Ну,, (5.1) 

где знаки «+» и «—» соответствуют случаям положитель- 
ной и отрицательной обратным связям. 

Зная передаточную функцию каждого элемента струк- 
турной схемы и изображение сигнала, поступаюшего на 

X(p) Xd) 
© 

У (р) и ны YO) 

Рис. 5.4. Структурная схе- Рис. 5.5. Сигнальный граф, эк- 
ма с обратной связью вивалентный структурной схе- 

ме рис. 

«> 

его вход, по (4.14) легко найти изображение сигнала, 
получаемого на выходе элемента. Для этого удобно обоз- 
начать элементы структурной схемы их передаточными 
функциями, а’ вместо сигналов указывать на схеме их 
изображения по Лапласу. Так, например, структурная 
схема, представленная на рис. 5.3, примет вид, изобра- 
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женный на рис. 5.4, где 

X (p)= x4), 
Xi (р) = 11), 
У (Р) =У(, 

а №, (р) и №. (р) — передаточные функции элементов [и 2. 
На структурных схемах такого вида, как показано 

на рис. 5.4, видны изображения сигналов и преобразую- 
+ 

= Woe 

Рис. 5.6. Сигнальный граф, Puc. 5.7, Структурная схема 
эквивалентный структурной системы с обратной связью 

схеме рис. 5.7 

щие их передаточные функции. Те же сведения о рас- 
сматриваемой системе могут быть даны в форме сигналь- 
ного графа, представленного на рис. 5.5. Сигнальный 

граф состоит из узлов и 
ветвей. В узлах появ- 
ляются сигналы, пред- 
ставляемые их изобра- 
жениями по Лапласу. 
`Поэтому точки разветв- 
ления структурных схем, 
т. е. точки, в которых 
новые сигналы не обра- 
зуются, узлами не яв- 
ляются. Ветви представ- 
ляют собой передаточ- 
ные функции. Таким об- 
разом, пройдя ветвь, 

| начинающуюся в неко- 
тором узле (по направлению, обозначенному стрелкой), 
сигнал получает изображение, определяемое форму- 
лой (4.14). Изображения сигналов, сходящихся в какой- 
либо узел, складываются, образуя изображение нового 
сигнала, выходящего из этого узла. Передаточная функ- 
ция ветви обратной связи имеет знак этой связи. На 
рис. 0.5 и 5.6 изображены сигнальные графы, эквива- 
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лентные структурным схемам обратной связи, показанным 
на рис. 5.4 и 5.7. Как видно из сопоставления этих 
рисунков, сигнальный граф по начертанию проще струк- 
турной схемы. Его преимущество, однако, не только 

В этом, но и в упрощении исследования системы, которое 

он Дает, как будет показано далее. Сигнальный граф 
представляет собой топологическую структуру рассматри- 
ваемой системы. Замена структурных схем сигнальными 
графами позволяет Поэтому применять к исследованию 

автоматических систем топологические методы. 

_ Пример. На рис. 5.8 представлен сигнальный граф системы 
[5.5], по которому на рис. 5.9 построена эквивалентная структурная 
схема. 

Рис. 5.9. Структурная схема, эквивалент- 
ная сигнальному графу рис. 5.8. 

На схеме входной. и выходной сигналы Xx, и х. — оригиналы 
изображения X, и Х.. Строчными буквами на`схеме обозначены 
точки, соответствующие также обозначенным узлам графа. Точка 
с схемы соответствует узлу с графа, так как в нем появляется 
сигнал, возникающий на выходе элемента Ws. 

$ 5.2. СИНТЕЗ ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ ` 

Автоматическая система и ее блоки всегда являются 
соединением того или иного числа простейших элементов. 
Расчленяя ее на элементы с известными передаточными 
функциями и составляя структурную схему или сигналь- 
ный граф их соединений, легко найти передаточную функ- 
цию системы. | 
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Составим. передаточные функции систем, получаемых 
соединением элементов тремя способами, рассмотренными 
в предыдущем параграфе. При последовательном соеди- 

Рис. 5.10. Сигнальный граф си- 
‘стемы, состоящей из последова- . 

тельно соединенных элементов 

нении элементов с передаточными функциями Й,, где 

1—1, 2, ..., П, Из сигнального графа (рис. 5.10) непо- 
средственно следует, что передаточная функция системы 

п 

и = У, (5.2) 
i=! 

т. е. равна произведению передаточных функций всех 
и элементов. При параллельном соедине- 

нии тех же элементов из сигнального 
7—5 графа (рис. 5.11) также непосредствен- 

но следует, что передаточная функция 
системы | 

п 

V=)> Wi, (5.3) 
Рис. 5.11. Сигналь- i=! 
ный граф системы, 

тельно "соеди. т. е. равна сумме передаточных функ- 
ненных элементов HH всех элементов. Для соединения 

обратной связи из сигнального графа, 
показанного’ на рис. 5.5, находим, что изображения X и 
У входного и выходного сигналов связаны уравнением 

Из этого уравнения получаем отношение изображений 
выходного и входного сигналов, т. е. передаточную функ- 
цию системы 

И — № _ 
- 1 W,W, ° 

Заметим, что в этой формуле верхний знак относится 
к положительной обратной связи, а нижний — к отрица- 
тельной. 

(5.5) 
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Уравнение (5.4) выражает суперпозицию реакций эле- 
мента, имеющего передаточную функцию W,, на входной 
сигнал и сигнал обратной связи. Поэтому этот элемент 
предполагается линейным. В дальнейшем будут предпо- 
лагаться линейными все элементы, на вход которых по- 
ступает более одного сигнала, если только не будет рас- 
сматриваться особо оговоренный случай нелинейного 
устройства. 

Передаточную функцию соединения обратной связи, 
представленного на рис. 5.6 и 5.7, получим из (5.5), по- 
ЛОЖИВ И, =1, а И. == У. с: ce 

1 

1 Ус’ 

Передаточная функция любой ветви сигнального графа, 
представленного на рис. 5.4, может принадлежать неко- 

V =. (5.6) 

-й wi 

Wo и Wo ul f Г р 

г я 

\ 

Рис. 5.12. Сигнальный граф, составленный из элементар- 
ных графов 

торому соединению того или иного числа элементов. За- 
менив ветви графами этих соединений, получим сигналь- 
НЫЙ граф более сложной системы. В ней будет, очевидно, 
п путей прохождения сигнала от входа к выходу, каждый 
из которых характеризуется передаточной функцией W;,. 
Подобно этому и в других сложных системах может быть 
несколько прямых путей прохождения сигнала от входа 
к выходу, на которых один и тот же узел встречается 
не более одного раза. Составив передаточные функции 
этих путей, легко получить передаточную функцию всей 
системы по (5.3). Если передаточную функцию какого-либо 
пути нельзя составить непосредственно пользуясь форму- 
лами (5.2), (5.3) и (5.5), то ее всегда можно найти из 
узловых уравнений этого пути, выражающих связь между 
изображениями сигналов, входящих в каждый узел, и 
изображением сигнала, выходящего из этого узла. Поясним 
примерами эти методы составления передаточных функций. 
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На рис. 5.12 представлен сигнальный граф системы, 
которая является последовательным соединением более 

простых систем. Ее сигнальный 
граф состоит, соответственно, из 
последовательного соединения двух 
элементарных графов вида, пока- 
занного Ha рис. 5.[3, и ветви с 

Рис. 9.13. Элементарный передаточной функцией, равной 
сигнальный граф 

единице. Последняя на передаточ- 
ную функцию системы не влияет, 

а передаточные функции элементарных графов могут быть 
легко написаны по (5.5) и (5.2). Эти передаточные функ- 
ции имеют вид 1/1 (+ WiW,). 

Следовательно, передаточная функция рассматривае- 
мой системы _ 

Vv — Wo WoW Wy 
(1+ W,Ws) (1 + Wi Ws) ° 

На рис. 5.14 представлен сигнальный граф системы, 
передаточную функцию которой нельзя получить непо- 

Рис. 5.14. К получению передаточной 
функции из узловых уравнений 

средственным применением формул (5.2), (5.3) и (5.5). 
Сделаем это с помощью узловых уравнений, имеющих 
ВИД 

X¢9 — Х! + У.Х., 

Хз — И.С. —- У.Хь 

Х, = 3 А», (5.7) 

Xx = Х.. 

Эти уравнения, как и все последующие, написаны 
в общей форме, в которой знаки обратной связи скрыты 
в передаточных функциях. Из (5.7) легко находим, что 
отношение изображений Хь и Х,, т. е. передаточная функ- 
ция рассматриваемой системы 

И = И р W. (9.8) МИ’ — Was, 
\ 



Сигнальный граф более сложной системы представлен 
на рис. 5.15 [5.6]. В ней имеется шесть прямых путей 
прохождения сигнала от входа к выходу, которые запи- 
шем, указывая передаточные функции образующих их 
ветвей: 

У,, Ws, Т,, Ws, Wa; 

6) W,, V,. Ws, Ws, W,. 
Передаточную функцию первого и пятого путей полу- 

чим, рассматривая часть сигнального графа, показанную 
на рис. 5.16, а передаточную функцию третьего пути — 
по рис. 5.17. 

Составим передаточную функцию той части системы, 
которая представлена на рис. 5.16. Для этого будем по- 
степенно упрощать сигнальный граф. Пользуясь (5.5), 
заменим сначала ветви W, и И, одной ветвью с переда- 
точной функцией 

м, 
= у, 

(рис. 5.18). Затем с помощью (5.2) заменим ветви W,, 
У: и №, ветвью с передаточной функцией 

У; = У, ИИ, 

(рис. 5. 19). Теперь. заменим ветви И» и Ws одной ветвью, 
имеющей находимую по (5.3) передаточную функцию 

И, =, №; 

(рис. 5.20). Далее, вновь пользуясь (5.5), заменим ветви 
У: и №, ветвью с передаточной функцией 

— Ws 

о, 
(рис. 5.21). И, наконец, по (5.2) находим передаточную 
функцию рассматриваемых параллельно соединенных пу- 
тей прохождения сигнала 

W at — И, . Ию . W’ .. 

Подставляя сюда выражения передаточных функций W 49, 
У, Ws и W., после упрощений находим сумму переда- 
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Рис. 5.15. Сигнальный граф сложной 
системы 

g 

Ws; 

Рис. 5.16. Первый и пятый Рис. 5.17. Третий путь про- 
пути прохождения входного хождения входного сигнала 
сигнала из графа рис. 5.15 из графа рис. 5.15 

Рис. 5.18. Упрощение сиг- Рис. 5.19. Упрощение сиг- 
нального графа рис. 5.16 нального графа рис. 5.18 
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точных функций первого и пятого путей: 

| W.(1 — ИИ, — WW, —— 2 те 
Wi = Wie WW) — WW) М, 

Передаточная функция Wy, параллельно соединенных 
второго и шестого путей получается из последней фор- 
мулы заменой передаточных функций, обозначенных штри- 

Wig 

у ых 

Рис. 5.20. Упрощение сиг- Рис. 5.21. Упрощение сиг- 
нального графа рис. 5.19 нального графа рис. 5.20 

хами, функциями с одноименными индексами, но без 
штрихов, и наоборот. Это видно из сопоставления 
рис. 5.16 и 5.22. Таким образом, 

лу’ У, (1 — WsW,) + М, М. 
ИА ААА — WWW, 

Найдем теперь передаточную функцию третьего пути, 
постепенно упрощая сигнальный граф, представленный 

Рис. 5.22. Второй и шестой Рис. 5.23. Преобразование 
пути прохождения входного сигнального графа рис. 5.17 
сигнала из графа рис. 5.15 

на рис. 5.17, подобно тому, как это сделано выше для 
первого и пятого путей. Сначала введем ветви с переда- 

© eo ’ W. 

точными функциями: уже найденной Wy и = уу 
~ we 3 

(рис. 5.23). При этом следует ввести показанные Ha ри- 
сунке петли обратной связи, имеющие передаточные 
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функции 
7 И. = VWs, 

W 39 =... 

Действительно, ветви №, и W, находятся в линии 
обратной связи, охватывающей ветвь Ws, и заменяют кон- 
туры, в которых сигнал последовательно проходит соот- 
ветственно по ветвям W3, Wy. и Wy, Wy. Для прямого 
же сигнала, проходящего по рассматриваемому пути от 

/ 

И 

Рис. 5.24. Упрощение сиг- Рис. 5.25. Упрощение сиг- 
нального графа рис. 5.23 нального трафа рис. 5.24 

входа до выхода, в тех же контурах обратной связи 
сигнал последовательно проходит по ветвям W3, Wou Ws, 
У.. Пользуясь (5.6), заменим теперь ветви W, и №, 
с петлями Wy и Wi, ветвями с передаточными функ- 
ЦИЯМИ 

Wi 
Via=j — Wie? 

№, 
И = = Wea’ 

Наряду с этим заменим ветви ., И, и И’ ветвью 
с передаточной функцией 

ТР = ИИ, 

(рис. 5.24). Далее заменим ветви W, и Wy ветвью с пе- 
редаточной функцией 

Ws 
W 15 = 

1— WeWi, 

(рис. 5.25). Тогда передаточная функция рассматривае- 
мого ПУТИ 

Ив = W i3WisW 3, 

откуда после подстановки предыдущих выражений 
Ш WWW; 

16 (Ll — №, И) (1 — М) — ИМИ, ° 
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Заменяя в этом выражении передаточные функции, 
обозначенные штрихами, функциями с одноименными ин- 
дексами, но без штрихов, и наоборот, получим переда- 
точную функцию Wi, четвертого пути. Таким образом, 
как видно из сопоставления рис. 5.17 и 5.26, 

WW 
(1— WW) (I — Wi W;) — WW, WoW, * 

Теперь легко написать передаточную функцию всей 
рассматриваемой системы (см. рис. 5.15) 

И И, И, Wig t+ We. 

Подставляя сюда полученные выше выражения слагаемых 
правой части, находим: 

V — УИ, (1 — У. т.) + У. + 

+WiW,(W,(1 — WW) + WaW - 

+ ИУ, + VV _eW,} : (11 — VWs) (1 — VW) — 
—- ИУ. (5.9) 

ToT же результат может быть получен из узловых 
уравнений. Вводя показанные на рис 5.15 изображения 
сигналов, легко составить следующую систему узловых 
уравнений: 

Хз —= W1X1+ W3Xz, 

Хз = Ха- И Хь 

Х: — УХ, -- W 3X, 

ХА; = WX, + WsXa, 

Хо W,X3-- WiXs. 

Передаточная функция (5.9) получается из этих урав- 
нений как отношение Ху/Х.. 

В общем случае передаточная функция линейной си- 
стемы определяется решением аналогичной системы линей- 
ных уравнений. Поэтому передаточную функцию можно 
записать формулой, подобной той, которой выражается 
решение системы линейных уравнений по способу Кра- 
мера. Если в системе имеется A прямых путей прохо- 
ждения сигнала от входа до выхода, то по формуле Мей- 
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сона [5.1] ее передаточная функция 

k 

| w= >) GA, (5.10) 
i=| 

где G;— передаточная функция 1-го пути, составленная 
без учета имеющихся в нем обратных связей, 
т. е. произведения передаточных функций ветвей 
сигнального графа, образующих этот путь; 

А — определитель сигнального графа системы; 
A; — адъюнкт прямого пути i. 
Определители А и A; выражаются через передаточные 

функции имеющихся в системе контуров, состоящих из 
ветвей, образующих замкнутый 
путь прохождения сигнала. Кон- 
туры называются некасающими- 
ся, если они не содержат общих 
узлов. Определитель А равен 
единице минус сумма произве- 
дений передаточных ‘функций 
всех возможных сочетаний по 

, нечетным числам некасающихся 
контуров плюс сумма произве- 

Рис. 5.26. Четвертый путь Дений передаточных функций 
прохождения входного сиг- всех возможных сочетаний по 

нала из графа рис. 5.15 четным числам некасающихся 
контуров '. 

Определитель Д; составляется также для той части 
системы, которая не касается {-го прямого пути, т. е. не 
имеет с ним общих узлов. | 

Применяя (5.10) к системе, сигнальный граф которой 
представлен на рис. 5.15 для рассмотренных выше путей, 
имеем: 

С! = WiWV W,, Gy = WWW, G3 — WiW Wi, 

GQ=WiVW,, б,= МУ У, Go=—WiV,.VW,W%. 

Система имеет два некасающихся контура с введенными 
выше передаточными функциями Из и Wyo, а также кон- 
тур с передаточной функцией лм = Я... Поэтому 

1 В сумму членов, содержащих по одной передаточпой функ- 
ции, входят передаточные функции всех контуров. 
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в определителе А может быть три члена, представляющих 
собой сочетания по одному контуру (в, Wy и Wiz), 
и один член, представляющий сочетание двух контуров 
(Wiz, Wyo); никаких других членов у него не может быть. 
Таким образом, 

A — ] — И.Т: — WW; — У. И, И.И. + У. Из... 

Легко ‘видеть, что это — знаменатель выражения (5.9), 
в котором раскрыты скобки. 

Для первого пути имеется некасающийся контур ль, 
а для второго — контур Wy. Следовательно, адъюнкты 
этих путей 

—=1— И, 

А. — ] — VWs. 

Для остальных путей некасающихся контуров нет, так 
что 

Подстановка полученных выражений передаточных 
функций С и определителей А в (5.10) дает уже выведен- 
ную передаточную функцию (5.9). 

Таким образом, синтез передаточных функций слож- 
ных систем из известных передаточных функций элемен- 
тов этих систем можно производить, пользуясь сигналь- 
ными графами, тремя способами: 

1) последовательным упрощением графа по (5.2), (5.3) 
и (5.5); 

2) составлением и решением узловых уравнений; 
3) по (5.10). 
Для первого способа требуется подробный анализ об- 

ратных связей, существующих в системе, но в некоторых 
случаях, применяя его, приходится частично пользоваться 
и вторым. Второй способ полезен для проверки резуль- 
TaTOB, получаемых двумя другими, однако для сложных 
систем громоздок. Третий способ наиболее прост и удобен, 
но формален. | 

Задача синтеза передаточных функций с помощью 
сигнальных графов существенно усложняется при нали- 
чии всех возможных связей между узлами графа. АУС, 
обладающие такой структурой, в общей форме описы- 
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ваются системой линейных уравнений вида 

п 

~ 
Dx;= У) Qj jX }. (5.11) 

j=l 

В подобную систему линейных уравнений может быть 
преобразовано уравнение движения системы. В этом слу- 
чае все ветви графа характеризуются передаточными 

| . 

функциями вида И: => либо коэффициентами передачи 

а;;. Физически такую систему можно представить, напри- 
мер, в виде совокупности п интегрирующих блоков, всеми 
возможными способами связанных между собой. Наличие 
большого числа связей затрудняет даже для систем низ- 
кого порядка полное и правильное выделение всех пря- 
мых путей и контуров сигнального графа, необходимых 
для применения формулы (5.10), что снижает эффектив- 
ность существующих методов выделения прямых путей 
и контуров, например, с помощью принципиальной кон- 
турной диаграммы [5.3]. 

Однако процесс выделения контуров и прямых путей 
в сигнальных графах систем описываемого типа может 
быть значительно облегчен и даже в некоторой степени 
формализован за счет введения некоторых дополнитель- 
ных понятий и применения ветвящихся диаграмм. В каче- 
стве одного из таких понятий введем термин порядок 
контура (контур первого, второго и т. д. порядка), под 
которым понимается число ветвей с передаточной функ- 

© | ‘ © 

цией И: =, входящих в исследуемый контур. По ана- 

логии введем понятие порядок пути, вкладывая в него 
тот же смысл. Из определения следует, что максималь- 
ный порядок контуров и прямых путей равняется п. 

Уравнение (5.11) не определяет места приложения 
входного и выходного воздействий, поэтому для синтеза 
передаточной функции W;; будем считать, что вход и 
выход системы определяются свободным выбором иссле- 
дователя (здесь i определяет место приложения входного 
воздействия, а / — выходного). В частном случае может 
быть i = /. 

Совершенно очевидно, что сигнальный граф системы 
(5.11) содержит п контуров первого порядка, образуемых 
интегрирующими блоками и соответствующими собствен- 

174



ными обратными связями. Число контуров второго по- 
рядка № определяется числом сочетаний С» из п блоков 
по два: 

“72 __ ni 
М (= 21 (п — 2)1° 

Сложнее подсчитать количество контуров более высо- 
кого порядка, поскольку комбинации из одних и тех же 
блоков системы могут образовывать различные контуры. 
Вместе с тем для подсчета количества таких контуров 
нельзя воспользоваться известными формулами для опре- 
деления числа перестановок, так как не всякие последо- 
вательности блоков, различающиеся порядком следования, 

5) @ 3 

Рис. 5.27. Сигнальные графы системы (5.11) третьего no- 
рядка 

являются новыми контурами. Например, последователь- 
ности A—B—C, B—-C—A и C—A—B представляют собой 
один и TOT же контур, а последовательность A—C—B 
определяет новый контур. В дальнейшем перестановки, 
соответствующие различающимся контурам (например, 
A—B—C и A—C—B), будем называть контурными пере- 
становками. 

При подсчете контуров третьего порядка следует иметь 
в виду, что совокупность из трех интегрирующих блоков 
может образовывать: только два различных контура. Так, 
из рис. 5.27, где представлены сигнальные графы системы 
(5.11) при п=3 в двух видах, ясно, что могут быть вы- 
делены контуры третьего порядка Иа. азЙ?заз и 
У: ан заза. Кроме того, число таких совокупностей 
по три блока для системы п-го порядка определяется 
числом сочетаний С» из п элементов по три. Общее коли- 
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чество контуров третьего порядка 

3.90 п! 

Na=Cn-2=3G 3° 

Для определения общего числа контуров четвертого 
порядка целесообразно построить ветвящуюся диаграмму, 
более наглядно представляющую возможные пути пере- 
дачи сигналов и позволяющую легко найти количество 
контурных перестановок. На рис. 5.28 показана ветвя- 
щаяся диаграмма системы (5.11) при п==4. Замечая, что 

@ 215 14 _—_-—— 
— 

a are oo ~ д 

ооо го-огоо 
и \ 

442 бб VN 
и Ee и 

“и oF / © Хх / 
7 a3 a 7 / \ 12 У 

/ 

— 

Ч» 

On 
Рис. 5.28. Ветвящаяся диаграмма для выделения 

контуров 

каждый блок рассматриваемой совокупности из четырех 
блоков должен входить в каждый контур и притом только 
один раз, можно на ветвящейся диаграмме рассмотреть 
все возможные пути прохождения сигнала по замкнутому 
контуру четвертого порядка по отношению-к любому из 
четырех блоков, как к исходному (на рис. 5.28 это блок 
W,). Из рис. 5.28 видно, что каждой совокупности из 
четырех блоков W; соответствует шесть контурных пере- 
становок (шесть контуров четвертого порядка). Следова- 
тельно, для системы п-го порядка число контуров четвер- 
того порядка 

п! 

4 (п — 4)!" 
М — С. 6 —= 

Аналогичным образом можно применить ветвящуюся 
диаграмму для определения контурных перестановок в 
совокупностях из т блоков: выходной сигнал произволь- 
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ного блока подается на (т — 1) остальных блоков, с выхода 
каждого из которых сигнал передается на (т — 2) бло- 
ков. Гакое ветвление возможных путей передачи сигна- 
лов продолжается до тех пор, пока в каждой ветви не 
останется единственный путь -—- через последний остав- 
шийся блок к исходной точке. Таким образом, количество 
контурных перестановок в совокупности из т блоков со- 
ставляет (т— 1)!, откуда общее число контуров т-го 
порядка в системе (5.11) можно определить по формуле 

МС” (т — _. (5.12) 
т (п— т)! 

При этом из ветвящейся диаграммы легко получить пере- 
даточные функции контуров путем умножения произве- 
дения всех коэффициентов а;,, встречающихся в данном 

т 

контуре, на величину |5 

Таким образом, из изложенного следует, что общее 
число контуров в сигнальном графе системы (5. 11) 

N==n+Ci+Ci-2+C}-31+... 
‚Е Ст ПЕ... 4 

Нея +. Няяя. (п— 1)! (5.13) 

Ветвящиеся диаграммы позволяют аналогичным обра- 
зом выделить и все прямые пути между рассматривае- 
мыми узлами. При этом совершенно очевидно, что при 
спределении передаточной функции Й;; сигнальный' граф 
имеет единственный прямой путь, характеризующийся 
преобразованием W;,. При отыскании прямых путей для 
передаточной функции Й;, ветвящаяся диаграмма стро- 
ится таким образом, что каждый из путей, начинаясь 
в i-M блоке, продолжается до достижения ]-го блока, 
причем из каждого очередного блока сигнал направляется 
на все блоки, не встречавшиеся до этого в рассматри- 
ваемом пути. Рис. 5.29 иллюстрирует процесс построения 
ветвящейся диаграммы для выделения прямых путей на 
примере системы пятого порядка, в которой входным 
является третий блок, выходным — пятый. Из рисунка 
видно, что гри синтезе передаточной функции W;,; прямые 
пути первого порядка будут отсутствовать, а прямой путь 
второго порядка оказывается единственным. Из рис. 5.29 
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видно, что количество выходов любого из блоков диа- 
граммы должно быть на единицу меньше количества вы- 
ходов предыдущего блока, с которым связан вход рас- 

20) < Ds ко er С =“ OE an, 

Рис. 5.29. Ветвящаяся диаграмма для выделения прямых 
путей 

сматриваемого блока. Отсюда следует, что общее количе- 
ство прямых путей М в сигнальном графе п-го порядка 
определяется формулой 

M=1-+(n—2)+(n—2)(n—3)+ 
+ (n — 2) (n — 3) (n— 4) +... + (n — 2) (n— 3)... 

. [a — (n — 2)] + (n — 2) (n — 3)... п — п— 1)]. (5.14) 

Количество прямых путей n-ro и (п — 1)-го порядков 
совпадают, поэтому выражение (5.14) принимает вид 

М=1-+ (n — 2) (n— 2) (п—3)-... 

... + 2(n — 2) (n — 3)... [п — (n — 2)]. (5.15) 

При выявлении некасающихся пар, троек ит. д. KOH- 
туров полезным оказывается следующее необходимое усло- 
вие несоприкосновения контуров: чтобы контуры рассма- 
триваемой пары, тройки, четверки и т. д. были некасаю- 
щимися, необходимо, чтобы сумма порядков контуров 
рассматриваемой группы не превышала порядка исследу- 
емой системы. Например, для двух контуров это условие 
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выражается неравенством 

т-- = п, (5.16) 

где ти А — порядок контуров, входящих в рассматри- 
ваемую пару. 

Все контуры первого порядка в рассматриваемых гра- 
фах являются некасающимися, поэтому они могут обра- 
зовывать некасающиеся группы из любого числа конту- 
ров, не превышающего порядок системы п. Количество 
пар, троек и т. д. некасающихся контуров определяется 
в этом случае числом сочетаний из п элементов соответ- 
ственно по два, три ит. д. 

При составлении групп некасающихся контуров приз- 
наком их несоприкосновения является условие несовпа- 
дения индексов в элементах передаточных функций отдель- 
ных контуров, составляющих группу. 

Для иллюстрации изложенного составим передаточные 
функции Wy, и Wy, системы третьего порядка. Сигналь- 
ный граф (рис. 5.27, а) содержит следующие контуры: 

1) W 1a; 2) W ао; 3). W 3033; 4) W 1031 W 3043; 

5) Иа: за; 6) W 30a W заз; 7) Иа заза И 3043; 

8) W 1031W 3Q03W oho. 

Находим определитель сигнального графа: 

A= | — аи — а» — W033 — W 1031 за: — Та зав — 

— У. аз аз. — Иа за Изаз — Иша И заз odie —- 

+W аи за» + Иан зазз TW за 335 + W101 W аз 303+ 

-- Уаз Иа залз + WstsaW ras ан — "аи за зазз = 

= | tL (— аи — Ag — @зз) р —- (41139 + Q41033 -- Я5>зз — 

1 \9 
— 3113 — 451415 — @зз@зз) (—) + (Q11Q39A93 + 92031013 -- 

+ 33091413 — аз А1з — @з1@эз@1з — а1@зазз) [5 =). (5. 17) 

Поскольку при определении Wy, имеем единственный 
прямой путь И, =1/р, то адъюнкт A, будет: 

A, = 1 — Иа» — И. аз — !азЙ?заз + аз за з = 

: /1\9 
—1 + (— Ag — @зз) Ре (232033 — 233039) (5) . (5.18) 
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Тогда по (5.10) 

W,A | 
Wy = = [р*- (— а» — аз) р-|- азазз — @ззазз] : |p? +- 

'-- (— a1, — а» — азз) р + (ана? + Q41233 -|- Q99033 — 

— 31013 — @51@12 — @9ззз) 0 — 113 @зз —- Q992031013 —- 

—- аззалА1з — Aq1A32013 — A31A93Q1q — A11A29Q33]. (5. 19) 

Адъюнкт A, получается из определителя А удалением 
к-го пути, а поскольку в рассматриваемом случае имеет 
место единственный прямой путь W,,TO порядок числителя 
передаточной функции W;; всегда будет на единицу меньше 
порядка знаменателя. Следовательно, если найден опре- 
делитель A, TO числитель передаточной функции №): 
может быть получен из А формальным образом в резуль- 
тате понижения порядка А на единицу и удаления чле- 
нов, содержащих сомножителями элементы с индексом 1. 

При синтезе передаточной функции И: выделяем два 
прямых пути (см. рис. 5.27, 6): Иан: и Иа аз 3. 
По (5.10) 

= Уаз И: C — W249) + Е W; — 

== [ам (р — Gee) + азлаз] : [p* +- (— аи — аз — азз) р*-|- 
+ (аа —- 1133 + 9233 — 31013 — AgQ1g — @эзза) р —- 

-- (11333 +- Q99031013 — Q33Q910Q19 — @1@зэ 13 — 

— 31093013 — аи@»зз]. (5.20) 

Минимальный порядок прямых путей при синтезе пере- 
даточных функций ;, равняется двум, поэтому порядок 
числителя W;,; будет (п — 2). 

Изложенный способ синтеза передаточных функций 
систем вида (5.11), хотя и требует значительного коли- 
чества вычислений, носящих элементарный характер, по- 
зволяет с помощью формул (5.13) и (5.15) контролировать 
правильность выделения контуров и прямых путей сиг- 
нальных графов, причем сам процесс их выделения с по- 
мощью ветвящихся диаграмм и условий несоприкоснове- 
ния оказывается достаточно простым. 

Пример. Пользуясь формулой Мейсона, составим передаточную 
функцию системы, сигнальный граф которой представлен на рис. 5. 8. 
Из рисунка видно, что сигнал может проходить от входа до выхода 
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по четырем прямым путям, передаточные функции которых 

G, = ИМ, М», 

G, = WLW3Wi) Wir, 

G,= \ У, М, М, 

(4: = И, М, И 1. 

Адъюнкты этих путей 

A, =1 — W,W,, 

ДА, = 1, 

А = 1, 

A,=1—~— W,. 

Определитель 

A=1—W,W,W, — М, — М, — WW, — МИ, — 
— ТИ И ИИ + М, И, И, М, М, + WWW, + W,W,W,,. 

По формуле (5.10) [5.5] легко написать искомую передаточную 
функцию. 

$ 5.3. ТОЖДЕСТВЕННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СТРУКТУРНЫХ СХЕМ 

Преобразования сигнальных графов, произведенные 
в предыдущем параграфе, являются примерами структур- 
ного преобразования, при кото- 
ром изменяется схема, HO не H3- 
меняется передаточная функция 
системы. При таком преобразо- 
вании возможно также переклю- 
чение обратных связей и пере- 
несение входов из одного места 
в другое. 

В структурной схеме систе- 
мы, состоящей из линейных эле- 
ментов, можно переносить сиг- 
налы, подаваемые на вход тех 
или иных элементов, в другие 

rt) 

a} 

6) 

Рис. 5.30. Перенесение сиг- 
нала со входа на выход 

точки схемы. . Если, Ha- 
пример, сигнал х, (1) подан на вход линейного элемента, 
имеющего передаточную функцию Й (р) (рис. 5.30, а), 
то его можно перенести на выход того же элемента 
(рис. 5.30, 6), заменив сигналом 

xa (t) == W(p) ХЕ (р), 
где, 

X1 (р) = хи (2). 
18]



Этот прием перенесения входных сигналов в струк- 
турной схеме приводит к возможности переключения обрат- 

a) 

6) 
Wy 

Рис. 5.31. Переключение единичной 
обратной связи 

ных связей с преобразованием их передаточных функций. 
Так, например, обратную связь, охватывающую элемент 
У. и имеющую передаточную функцию, равную единице 

(рис. 5. 31, а), можно 
переключить на вход 
элемента W,, введя в 
нее элемент с переда- 
точной функцией ПУ, 
(рис. 5.31, 6). При этом, 
очевидно, на вход эле- 
мента \. будет посту- 
пать тот же сигнал, что 
и в предыдущем слу- 
чае. 

В общем случае пере- 
ключение обратной свя- 
зи приводит к увеличе- 
нию или уменьшению 
количества охватывае- 

Рис. 5.32. Два случая переключения мых ею элементов пря- 

обратной связи мого пути прохождения 
сигнала. Обобщая уже 

сделанный вывод, легко видеть, что при этом пере- 
даточную функцию цепи обратной связи следует делить 
на произведение передаточных функций элементов прямого 
пути, вводимых в контур, или умножать на произведение 
передаточных функций элементов прямого пути, исклю- 
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чаемых из контура [5.2]. Применение этого правила пояс- 
няет рис. 5.32, где показано ссединение с обратной связью 
(рис. 5.32, а) и ее пере- 
ключение с увеличением 
(рис. 5.32, 6) и уменьше- 
нием (рис. 5.32, в) чис- 
ла охваченных ею эле- 

. ИСУН - ^ентов. На рисунке ука Рис. 5.33. Структурная схема, экви- 
зано, как должна при валентная сигнальному графу по 
этом изменяться переда- рис. 5.14 
точная функция цепи об- 
ратной связи, чтобы передаточная функция всего соеди- 
нения в целом не изменялась. 

Таким образом можно преобразовать структурную 
схему с перекрещивающимися обратными связями к виду, 

Рис. 5.34. Персключсние обратной связи 
в структурной схеме по рис. 5.30 

в котором перекрещивающихся связей не будет. После 
такого преобразования передаточную функцию системы 

легко составить по структур- 
ной схеме. К нелинейным 
системам такое преобразова- 
ние применять нельзя. 

На рис. 5.33 представле- 
на структурная схема, экви- 
валентная сигнальному гра- 
фу по рис. 5.14. На этой 

схеме имеются перекрещивающиеся обратные связи. Устра- 
ним их, переключив одну из обратных связей, как пока- 
зано на рис. 5.34. Согласно приведенному выше правилу, 
передаточная функция, которую должна иметь переклю-. 
ченная цепь обратной связи, 

° W 
р у, 

Рис. 5.35. Упрощение струк- 
турной схемы по рис. 5.31 
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Заменим теперь часть системы, охваченную этой обратной 
связью, элементом с передаточной функцией 

М, 
И — 1— W3W, 

(рис. 5.35). Тогда передаточная функция всей системы 

— Wo 

и — | — У, W, ? 

откуда после подстановки выражений И; и №; получим 
формулу (5.8). 

Пример. Составим передаточную функцию системы, структур- 
ная схема которой представлена на рис. 5.36. Тем же способом, 

Рис. 5.36. Пример,структурной схемы 
с перекрещивающимися обратными 

СВЯЗЯМИ 

что и для рис. 5.33, найдем выражение искомой передаточной 
функции: 

V= W, W.W;, 

| — WWW, — У, М. М, ° 

$ 5.4. ТИПОВЫЕ И ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ЗВЕНЬЯ 

Каждый элемент автоматической системы характери- 
зуется численными значениями некоторых параметров — 
физических величин, определяющих его свойства, как 
и свойства всей системы (cM. § 4.2). Если стремиться к 
всестороннему описанию состояния элемента, не упуская 
никаких явлений, от которых оно зависит, то количество 
таких значений может стать бесконечно большим. 
Таким же станет и число обобщенных координат, опреде- 
ляющих состояние элемента. Рассматривая, например, 
скручиваемый вал, нужно было бы определять численное 
значение координаты в виде угловой деформации в каж- 
дой точке его длины, принимая во внимание, что жест- 
кость вала (момент на единицу угловой деформации) 
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может быть параметром, изменяющимся по его длине. 
Это будет элемент с распределенными параметрами. Изме- 
нение его состояния, т. е. его движение, описывается 
уравнениями в частных производных. Обычно число пара- 
метров и обобщенных координат может быть уменьшено, 
если пренебречь второстепенными для решаемой задачи 
факторами и явлениями. Наименьшее число обобщенных 
координат, которое необходимо учитывать, при этом ста- 
нет конечным, определяя число степеней свободы элемента 
в рассматриваемой задаче. Это будет элемент с сосредото- 
ченными параметрами, движение которого описывается 
обыкновенными уравнениями в обобщенных производных 
(см. § 4.1). Например, можно рассматривать угловую дефор- 
мацию между концами вала, учитывая жесткость вала в 
целом и сводя число степеней свободы к единице. То же 
может быть и в более сложных случаях. Так, иногда рас- 
сматривают угловую деформацию гидропередачи, пренебре- 
гая всеми гидродинамическими явлениями, если искомый 
результат от них мало зависит. В этом состоит инженер- 
ный Подход к исследованию движения автоматических 
систем. Он требует умения правильно выбирать число сте- 
пеней свободы, которое следует принимать во внимание. 

При исследовании АУС обычно необходимо рассмат- 
ривать несколько степеней свободы. Но систему можно 
расчленить на звенья, состояние каждого из которых 
характеризуется одной обобщенной координатой на вы- 
ходе, т. е. имеет одну степень свободы. Звено называют 
элементарным, если оно описывается уравнением движе- 
ния не выше второго порядка и не может быть представ- 
лено в виде соединения других элементарных звеньев. 
Уравнение движения элементарного звена связывает вход- 
HOH и выходной сигналы хр и х.. Поскольку OHO не выше 
второго порядка, собственный оператор звена имеет вид 

Р. (р) = Top? = Тр = 1, (5.21) 

а оператор воздействия — 

P; (р) = wp? + up + 1, (5.22) 

где каждый член с двойным знаком может иметь любой 
из них, независимо от знаков других членов. Рассматри- 
вая звенья с постоянными параметрами, будем считать, 
что постоянные времени Т и t всегда положительны. 
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Звено называется простым, если %1 = < =0, т. е. нет 
воздействия по производным входного сигнала. 

Все многообразие звеньев, зависящее от их конструк- 
тивного выполнения и происходящих в них физических 
явлений, может быть описано небольшим числом опера- 
торов. 

Наиболее часто встречаются следующие звенья, назы- 
ваемые типовыми: 

простое безынерционное (или идеальное, пропорциональ- 
ное, усилительное, безъемкостное) 

Pi (р) = Ра (р) =1; 

простое инерционное первого порядка (или апериодическое 
первого порядка, одноемкостное, релаксационное, стати- 
ческое) 

Р! (р) =1, 

Pa (р) =Тр- 1; 

интегрирующее при << Т идифференцирующее при * > T 

Р (р) =«р- 1, 

Po (р) =Тр- 1; 

идеальное интегрирующее 

Р! (р) =1, 

Pa (р) = Тр; 

идеальное дифференцирующее 

P; (р) = «р, 

Р» (р) = 1; 

апериодическое второго порядка (или инерционное, двух- 
емкостное) 

Р: (р) =1, 

Рз (р) = Тзр*-- Tip +1, 

при Т! —4Т. =0. Корни характеристического уравнения 
в этом случае вещественные. Апериодическое звено вто- 
рого порядка можно представить последовательным соеди- 
нением двух апериодических звеньев первого порядка; 
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h(t) 
46 Г\ 

4,2 

48 WA = 

S10 

S aN
 

1)
 

0 2 4 6 8 Ш 

Рис. 5.37. Переходные характеристики 
колебательного звена 

19 м 

Рис. 5.38. Логарифмические частотные характе- 
ристики колебательного звена 
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колебательное 

Р 1 (р) — 1, 

Р» (р) = Т*р*- 26Tp-+ 1, 

где Т — постоянная времени; 
< — параметр затухания. 

Звено является колебательным, если & < 1, т. е. корни 
характеристического уравнения комплексные: 

где УТ — коэффициент затухания, характеризующий ско- 

рость затухания переходного процесса, УТ— @/Т — ча- 
стота колебаний. 

На рис. 5.37 представлены переходные характери- 
стики колебательного звена в функции относительного 

времени ¢/T при К =1. Как следует 
из рисунка, уменьшение & ведет к 

увеличению амплитуды колебаний пе- 
реходного процесса. При €=1 ко- 
лебания отсутствуют, звено является 
апериодическим. 

ЛАХ колебательного звена при 
частоте 1/T имеет резонансный пик, 

Рис. 5.39. Простое Причем 1/T является частотой соб- 
безынерционное звено ственных колебаний. На рис. 5.38. 

| представлены логарифмические ам- 
плитудные и фазовые характеристики колебательного зве- 
на при различных значениях Си K=1; 

консервативное, 

Py (р) = 1, 

Рз (р) = Т*р*- 1. — 
Консервативное звено является частным случаем колеба- 
тельного звена при C==0. ЛАХ консервативного звена 
имеет разрыв при частоте 1/Т (табл. 5.1), что указывает 
на наличие незатихающих колебаний. 

Собственный оператор инерционного звена второго 
порядка может быть представлен в виде произведения 
двух линейных операторов. Линейные операторы имеют 
вещественные коэффициенты лишь в случае вещественных 
корней характеристического уравнения звена второго 
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порядка. В этом случае звено второго порядка может 
быть заменено двумя инерционными звеньями первого 
порядка, т. е. не является элементарным. Но оно будет 
элементарным и называется колебательным, если его 
характеристическое уравнение имеет комплексные корни. 
Действительно, в таком случае линейные множители, на 

6 Ё | с 

Ч вх | C И был И вх К Их 

=— ° v 

Рис. 5.40. Звенья: 
а) идеальное интегрирующее; 6) идеальное дифференцирую- 

щее 

которые может быть разложен его собственный оператор, 
будут иметь комплексные коэффициенты, т. е. не будут 
являться операторами реальных звеньев первого порядка. 
Таким образом, колебательное звено не может быть заме- 
нено соединением других элементарных звеньев. 

С 

: > Г. of 

Ивы f 
Wy a Sous Ив, Ro UBoix 

Рис. 5.41. Wxrterpupy- Рис. 5.42. Дифференци- 
ющее звено рующее звено 

Все остальные типовые звенья, перечисленные выше, 
являются элементарными. Их характеристики приведены 
в табл. 5.1. 

Примером простого безынерционного звена может быть 
делитель напряжения (рис. 5.39). Входной величиной 
здесь является положение движка потенциометра г, вы- 
ходной — напряжение Озых. Уравнение движения потен- 
циометра 

ых — Кг. 
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Электрический контур RC (рис. 5.40, а) является про- 
стым инерционным звеном, причем х! = (Их, Ха = Иъых, 
T=RC. Если постоянная времени Т значительно болыше 
времени действия сигнала, то этот контур является 
идеальным интегрирующим звеном. 

На рис. 5.40, 6 представлен контур, тем лучше вос- 
производящий идеальное дифференцирующее звено, чем 
меньше постоянная времени Т. 

На рис. 5.41 и 5.42 даны схемы интегрирующего и 

Характеристики эле 

№ Tun звена астотноя Амплитудно- фазовая 
и его передаточная хорактеристика п/п функция характеристика smopozo рода 

7 Простое vs 
безинерционное U(w) =K к 

0 U 

2 | Апериобическое о wed 
первого порядка tele — 0 ке 

w) 1 * 22 U 

W(p)= 

1+7 ze 

V 
3 Идеальнов оо 

интверирующее г > 

ad U(w)=0 U 
K V(W)=- Kk 

W (р)= = (w) Tw 
р w=0 

4 Идеальное и hg 
‚ | дифференцирующее фееренцирующ U(w)=0 ) 

3 “ 
_ Viw)=KTw 

W(p)/=KTp и=0 
0 = 

и 
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дифференцирующего 
к =— 

— _ tk: 
Rit Аз 

контуров. Для 
Rx, Т=<-- СЮ, для дифференцирующего 

. Примером колебательного 

Ce ——ы 

i 

интегрирующего 
CR, ’ 

звена является 

колебательная RLC цепь, уравнение движения которой 
рассмотрено в $ 4.1. 

Наиболее развитая структурная схема показывает, 

из каких элементарных звеньев состоит система и как 

эти звенья соединены. 

ментазных звеньев 

Tadauua 91 

Логерифмические Переходная Импульсноя 
характеристики харктеристика характеристико 

L (41 РЁ) у w(t) 

L(w) 
0 okt 

[9% 

6 00 кт 

0° > 
y (9% 

90° 

h(t) 
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Tun звена Амплитиудно - pa3z0b0A № Частотная 
и его передаточная характеристика n/n пункция характеристика второго poda 

5 | Auppepenya- Ти Ум 
+ рующее Ulw)=K am / 

р 17°? _ tp [ _ 
КТ 1 O|w=0 woo Ши) 

И = t-T К! i 
T>T 1+Tey2 rc 

Т 

Vio) 6 | Интегрирующее 1tTwe “w=00 w=Q_ 
Ue) a И U(w) 

_ тр+1 т! 
М/( р) Тр +1 =} 

V(w)=- [-T 

T>t 147 *wt 

7 Простое 
инерционное - 

` | Второго порядка Ulw)=K wt 
(1-Tyw?)*7,707 

Ир Ш - 7 Е | ишак Iw 
+7, 9+ =" 

10 гр (1-2? 

8 | Колебательное 
1-T ws? 

Ulw)=k-——; 
р (1-м ОСТ 

Ир] = ——— 
1+22Тр+Т?рг 

___ К26 м 

(1-2) (2 ЕТ 

9. | Консервативное V(t) | 

И = us 

K 1- Tw? W=090 w=0 
W(p)= 7 f > 

1472 p2 . Kk | И“ 

V(w)=0 | 



Продолжение таблицы 9/1 

Логарифмические Переходная Импульсноя 
характеристики характеристика характеристика 

Liw)r gt 1 ТАНИ) w(t) 
nf 3 т “т < O(t) 

cf | | lgw \ Я 

Зы “et | 
aS rue! ОТ 7 | 4 

0 = t t 

w(t) A 

0 t 

w(t), 

yw 

~180' | 19 т Г\ 120 Окт a р Г Лт 0 (=> 
-90° Vi- 3? _ 

0 t 
0° 

| 96 

w(t)4 

w
y
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Рассмотрим амплитудно-фазовые характеристики звена, 
имеющего передаточную функцию наиболее общего вида 

— K 2P р - 1 
"ФК TFET HT 

Частотная характеристика такого звена имеет вид 

|] — tgw? + it, 
W (iw) = K l—T,o* + iT,’ 

откуда 
Ш (cosa-+ é sin а) . 

WV (iw) = т (cos В +-i sin 8)’ 

где 

в ==У (1 — т, | 
т= У (1 — Tw)? + Tio, 

| — tow? 
cos a — = 

cing ae | (5.23) 
Ц ’ 

] [© 

cos В = = ; ’ 

sin В = fe ; 

Иначе 

W (fo) = K ев. 

Сопоставляя последнее выражение частотной характе- 
ристики с (4.50), видим, что ее модуль 

__ xl M=K + 
a фаза 

9=a—B. 

Следовательно, координаты амплитудно-фазовой харак- 
теристики второго oe 

U,= = К COs (a — В), 

(5.24) 
И, —=К — чт (@&— В), 

т 
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а координаты Характеристики первого рода 

Ui= Z, Cos (1 — 8), 5 Of 

| (5.25) 

Подставляя в (5.24) и (5.25) выражения (5.23), полу- 
чаем. 

к (1— ty0*) (1 — Т»о*) |. Гаю 
Из = К (1 __ То?) + Tw? ’ 

Vea Kk l= Tt) = Ts (1204) (5.26) 
" (1 — Tyw?)? + Г? , 

= (1 — 1.63) (1 — То?) + <, 7,0? 
— [— t,02)2 jo! , 

а (5.27) и __ 1 Ть (1 — хь5*) — т, (1 — Tyo?) © 

"К (I — чо) Е 1,08 
По (5.24—5.27) легко построить характеристики любого 
элементарного звена. Например, для про- 
стого инерционного звена первого порядка yA (yoo 
t= t2==0, T,=0. При этом из (5.27) 

| 
(Л = -- 1 К’ w=0 _ 

И, — Го , 1/K . U 

K Рис. 5.43. Амп- 
литудно-фазо- 

т. е. амплитудно-фазовая характеристика вая характери- 

первого рода для рассматриваемого звена стика первого 
имеет вид, показанный на рис. 5.43. рода простого 

В табл. 5.1 приведены частотные и Bpe- перис, 
менные характеристики элементарных зве- a порядка 
НЬевВ. 

Рассмотрим некоторые преобразования элементарных 
звеньев посредством охвата их обратной связью, осуществ- 
Ляемой также элементарными звеньями по схеме, изобра- 
женной на рис. 5.3, где звенья Ги 2 — основное звено 
и звено обратной связи. 

Пусть ссновное звено — простое инерционное первого 
порядка, а звено обратной связи — простое безынерцион- 
ное. Передаточные функции этих звеньев 

К’ 
Wy (= Тот, 

Wa (р) = Ka.



По формуле (5.22) передаточная функция звена J, охва- 
ченного обратной связью через звено 2, 

— К! 
W (2) ТР + К\Аз' 

ИЛИ , 

Ир=Ь-Ет, (5.28) 
где _ 

К, 
КТГЕКК, 

— Г 

OLE АК 

Если обратная связь отрицательная, то получается 
звено того же типа, что и основное, т. е. инерционнсе 
звено первого порядка, но с меньшей постоянной времени, 
а следовательно, менее инерционное, и с меньшим усиле- 
нием. В пределе при К, + со Т==0, т. е. рассматривае- 
мая обратная связь делает инерционное звено первого 
порядка безынерционным. 

При положительной обратной связи могут быть сле- 
дующие случаи. В первом случае К.К, < 1. Тогда охват 
рассматриваемой обратной связью не меняет типа звена, 
но увеличивает постоянную времени, т. е. инерционность, 
и коэффициент усиления. Во втором случае К.К» = 1, 
т.е. К-» со и T- oo. При этом передаточная функция, 
получаемая из (5.28), 

W (p= Fr, 

т. е. получается идеальное интегрирующее звено. В тре- 
тьем случае К.К. >1 и по (5.28) 

W =r (5.29) 

rye 

r K, 
К =кк,-г, 

v7; 
кк Г: 

Получающееся звено с передаточной функцией (5.29) — 
неустойчиво, как будет выяснено в гл. VI. 
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Рассмотрим теперь два простых инерционных звена 
первого порядка, одно из которых служит звеном связи 
для другого. Передаточные функции этих звеньев 

ИТТ, 

У, (р) = mm 

По формуле (5.5) в этом случае 

— К! (Тр + 1) 

"> TED pt) =КК, , 
ИЛИ 

где 

Таким образом, получается инерционное звено второго 
порядка с воздействием по первой производной. 

Рассмотрим еще простое инерционное звено второго 
порядка, охваченное обратной связью с помощыо диффе- 
ренцирующего звена (рис. 5.44). Пусть 

Ki 
И: (р =ЕтТЯТЬЕГ, (5.31) 

t | 
И. (p) = Ki pee. (5.32) 

По формуле (5.5) имеем: 
— Ki (Tp + 1) 

о =ПЕГРЕПИРЕОЕЕК РИ (99) 
ИЛИ 

__ Тр -+ | 
W (р) = K Tp + Г.р* -- Гр + 1? (5.34) 
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где 

__«K, ‚ТА 
К = | Е KiKs ’ ТГ. = | x КК И (5.35) 

т — [8-Е Г.Г т АРТ АА 

2 1 АА, ' 1 l АК, | 

Следовательно, элемент третьего порядка с воздейст- 
вием по первой производной, имеющий передаточную 
функцию (5.34) и не являющийся элементарным звеном, 
может быть заменен соединением элементарных звеньев 

И, д’ 
ул — — 

+ Ip +} ptf — Гр 

[prt = 
K) a Np 

- port 

Рис. 5.44. Пример соеди- Рис. 5.45. Структурная 
нения элементарных схема, эквивалентная CO- 
звеньев по схеме обрат- единению по рис. 5.44. 

HOM СВЯЗИ при знаке плюс 

с передаточными функциями (5.31) и (5.32) по схеме 
рис. 5.44. Коэффициенты усиления и постоянные времени 
этих звеньев могут быть найдены из системы уравнений 
(5.35). 

Пример. Идеальное интегрирующее звено, охваченное отрица- 
тельной обратной связью через инерционное звено первого по- 
рядка с воздействием по третьей производной (рис. 5.45), можно 
заменить только что рассмотренным соединением простого инер- 
ционного звена второго порядка с дифференцирующим звеном 
(рис. 5.44) по схеме положительной обратной связи. 

Действительно, если 
k' 

М, = 

— _ Кор" 
м, (р) Гор + | И 

то передаточная функция рассматриваемого соединения 

| и | 

Гр (Ape + Tip +1) 
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Такую же передаточную функцию получим из (5.33), приняв 
верхний знак и положив 

К=кК, Т+-Г-з=ГТ, T=T), 

КК =1, TT,=K'Ky ТГ, + Ть = Г'Ть 

_ KK; 
Гз = Г, ’ T,=T' — Ta, 

откуда 

] 
t= 13 — 1, Ks = д. 

$ 5.5. ЗАМЫКАНИЕ ИМПУЛЬСНОЙ СИСТЕМЫ 

На рис. 5.46 представлена схема простейшей замкну- 
той импульсной системы. Эта система получена из 
разомкнутой, рассмотренной в $ 4.5, которая теперь охва- 
чена обратной связью. В 
цепь обратной связи вклю- 
чено простое безынерцион- 
ное звено с коэффициентом 
усиления Кос. 

а ie. Рис. 5.46. Простейшая замкнутая 
импульсная система 

прерывными, обозначим че- 
рез х(№ и х2(Р. При этом непрерывным должен быть и 
входной сигнал импульсного элемента 

Хо (1) =x (t) Е Xo (0), 

rie Хо (#) — сигнал обратной связи. 
Учитывая, что импульсный элемент воспринимает лишь 

дискретные значения этого сигнала и заменяя выражаю- 
щие его непрерывные функции решетчатыми, имеем: 

№ [п] = [п] Е с [1]. 

В операторной форме, получаемой с помощью дискрет- 
ного преобразования Лапласа, последнее уравнение при- 
нимает вид 

X 9 (9) =X (9) = Хо. (9), (5.36) 

где Х (9) =x 1], 

Хо. (4) — Кос Хо (9). 

С другой стороны, полагая =—==0, из (4.84) находим 
изображение выходного сигнала, воспринимаемого импульс- 
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ным элементом, 

Хз (9) = (9) Х, (9). 

Подстановка этих выражений в (4.87) дает: 

Хо (9) =X (9) Е Ко (9) Xo (9), 
откуда 

“. X X= (5.37) 

Из уравнений (4.84) и (5.37) находим операторное 
уравнение, аналогичное уравнению (4.67) непрерывной 
системы: 

W (4, : ХЕХ (9. (5.38) 

Таким образом, передаточная функция рассматривае- 
мой замкнутой импульсной системы 

МУ (9, =) 
=) — . У. (9, ) 1 = Ко.с W (а) ) (5 39) 

где \ (4, =) — передаточная функция той же системы 
в разомкнутом состоянии (т. е. при устранении обратной 
связи), а W (49) — выражение ® (4, =) при e=0. 

Для более сложных замкнутых импульсных систем 
передаточные функции составляются аналогичным спосо- 
бом [5.4]. 

Пример. В случае, когда передаточная функция разомкнутой 
системы имеет вид (4.88), полагая в этом выражении : = 0, получаем: 

К | 

Г Га \° 
1 — exp (— g— 7] 

sxp(—« 2) 
кое 

Тогда по (5.39) 

К 
Ws (4, ) — T



ГЛАВА VI. 

УСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ АВТОМАТИЧЕСКИХ 

СИСТЕМ 

§ 6.1. НЕОБХОДИМОЕ И ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ 

УСТОЙЧИВОСТИ 

Рассмотрим линейную систему с постоянными сосредо- 
точенными параметрами, операторное уравнение движения 
которой приведено к виду (4.14) В таком случае изобра- 
жение выходного сигнала, выраженное через передаточную 
функцию (4.15), 

P, X, (p) = K pe X; (р). 

Предположим, что изображение входного сигнала имеет 
вид отношения двух полиномов от р: 

By 
Х! (р) = By и. 

Такое изображение имеют сигналы, практически встречаю- 
щиеся в автоматических системах. Тогда 

Xo (p) = Kt! (р) В, (р) 

Ps (р) В. (р)` 

Разлагая правую часть последнего выражения на простей- 
шие дроби, можно написать, если числитель и знаменатель 
не имеют общих множитель: 

Х, (р) = men ree |e Tat (6.1) 

Здесь первый член правой части имеет полюса передаточ- 
ной функции рассматриваемой системы, а второй — полюса 
изображения входного сигнала. Полиномы Kp (р) и К, (р) 
составляются с помощью известных приемов операторного 
исчисления. 

Уравнение (6.1) показывает, что выходной сигнал 
имеет две составляющие: регулярную составляющую 

. Np (Pp) 
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И нерегулярную составляющую 

. Кн 

тн 
Таким образом, 

жа (== p(t) + Xu (0. (6.3) 
Система является устойчивой, если регулярная состав- 

ляющая выходного сигнала ватухает, т. е. 

lim хр (В > 0. (6.4) 
t-0o 

Это значит, как следует из $ 3.8, что все особые точки 
У изображения Хр (р) лежат в левой полу- 

y плоскости (рис. 3.16). Особыми точками 
2 изображения (6.2) являются его полюса, 
7 находимые из характеристического урав- 
y HeHHA 

Z a P = 0 7 8 2 (p) =. 

7 Чтобы полюса изображения X, (р) на- 
7 ходились в левой полуплоскости, веще- 
7 ственные части всех корней характери- 

Рис. 6.1. Область СТИЧеского уравнения должны быть 
устойчивости на отрицательными. Отсюда следует необ- 

плоскости ходимое и достаточное условие устой- 
чивости линейной системы, требующее, 

чтобы все корни характеристического уравнения имели 
отрицательные вещественные части. 

Таким образом, если двигаться на плоскости р по 
оси частот от —со к --со, то все корни характеристи- 
ческого уравнения устойчивой линейной системы будут 
изображаться точками, находящимися слева от этой оси. 
Ось частот служит границей устойчивости, уравнение 
которой имеет, следовательно, вид 

p=iw. (6.5) 

Область устойчивости принято отмечать штриховкой 
с соответствующей стороны ее границы, как показано 
на рис. 6.1. При с =0 получаются незатухающие колеба- 
ния, представляющие собой регулярную составляющую 
выходного сигнала. Это — вид неустойчивого процесса. 

Пример. Устойчива ли система, рассмотренная в примере $ 5.4? 
Передаточная функция показывает, что характеристическое 

уравнение этой системы имеет нулевой корень. Следовательно, 
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система находится на границе устойчивости. Небольшое изменение 
ее Параметров, смещающее нулевой корень в ту или другую 
сторону с границы устойчивости, может превратить систему в устой- 
чивую или неустойчивую. 

$ 6.2. О-РАЗБИЕНИЕ 

При изменении какого-либо параметра, входящего 
в уравнение движения, система может оказаться устой- 
чивой или неустойчивой в зависимости от его значения. 
Если существует такое значение этого параметра, начи- 
ная с которого при изменении параметра в ту или дру- 
гую сторону все корни характеристического уравнения 
оказываются в левой полуплоскости, то это значение 
является границей области устойчивости системы по рас- 
сматриваемому параметру. Границей области устойчивос- 
ти, зависящей от одного параметра, является, таким обра- 
зом, точка на оси значений этого параметра. 

Если можно изменять одновременно два параметра, 
то границей области устойчивости является плоская кри- 
вая, если три — поверхность. При одновременном изме- 
нении N параметров границей области устойчивости 
является гиперповерхность в /Л-мерном пространстве 
параметров, 

Ось, плоскость или пространство параметров можно 
разбить на области, в пределах каждой из которых неко- 
торое число А корней имеет отрицательные вещественные 
части. Это — Р-разбиение, предложенное Ю. И. Неймар- 
ком [6.4] и названное так в связи с выясненной в гл. [У 
возможностью замены комплексного числа р символом D. 
В области О-разбиения, определяющей значения парамет- 
ров, при которых К корней находится слева (т. е. в ле- 
вой полуплоскости корней), справа должно быть п — Е 
корней, если п — порядок системы. Такую область обоз- 
начают символом D (Е, п — К), служащим общим обозна- 
чением областей Д-разбиения. В области устойчивости 
число К должно быть равно порядку системы, т. е. ею 
может быть только область D (n, 0). 

Рассмотрим систему, характеристическое уравнение 
которой имеет вещественный корень. Если система устой- 
чива, то на плоскости корней этот корень, как и все 
остальные корни, находится слева. При этом состояние 
системы изображается некоторой точкой области D (и, 0). 
Предположим, что вследствие изменения каких-то парамет- 
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ров системы рассматриваемый вещественный корень пере- 
мещается в правую полуплоскость. Это значит, что изо- 
бражающая его точка на плоскости р, двигаясь по оси в 
(см рис. 6.1), пересекает границу устойчивости. Точка 
же, изображающая состояние системы, при этом должна 
перейти из области О (и, 0) в область Din — 1, 1), т. е. 
перейти границу Д-разбиения. Следовательно, граница 
О-разбиения является отображением границы устойчи- 
вости в пространстве параметров, а граница устойчивос- 
ти — отображением границы ДО-разбиения на плоскости 
корней. 

Метод О-разбиения применим в тех случаях, когда 
параметры, в зависимости от которых нужно исследовать 
устойчивость, входят в характеристическое уравнепие 
линейно. Рассмотрим этот метод в простейшем случае, 
когда устойчивость определяется в зависимости от одного 
лишь Такого параметра, который обозначим через г. 
Решая характеристическое уравнение совместно с урав- 
нением границы устойчивости (6.5) и отделяя веществен- 
ную часть от мнимой, получаем: 

ГИ (w) + iv (в). (6.6) 

Это выражение дает значения параметра г в различных 
точках границы устойчивости, определяемых различными 
частотами ©, т. е. значения г, при которых характеристи- 
ческое уравнение` имеет корни, изображаемые точками 
границы устойчивости. 

Принимая и и и за прямоугольные координаты, мож- 
но построить в этих координатах кривую и (и), каждой 
точке которой соответствует некоторое значение w. В точ- 
ках этой кривой параметр г нмеет те же значения, соот- 
ветствующие точкам границы устойчивости. Кривая v (и) 
и является, следовательно, границей Д-разбиения. 

Таким образом получили границу О-разбиения на плос- 
кости комплексного параметра г. В действительности, 
как уже было‘ сказано в гл. IV, все параметры автома- 
тической системы вещественны. Поэтому реальный смысл 
имеют только значения г в точках оси и =0 и представляет 
интерес лишь принадлежность отрезков этой оси к той 
или иной области О-разбиения. 

Кривая о(и) должна быть, очевидно, симметричной 
относительно оси о = 0, так что достаточно построить одну 
из ее ветвей: ветвь отрицательных или ветвь положитель- 
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ных частот. При изменении частоты от — со до 0 u oT 0 
до со область устойчивости на плоскости корней все 
время остается слева (см. рис. 6.1). На границе D-pas- 
биения это отмечают штриховкой слева при движении 
в сторону возрастания частоты. 
Областью устойчивости может быть И! 
только та часть плоскости г, ко- 
торая окружена штриховкой, на- 
правленной внутрь ее. Это легко 
проверить для любой точки оси 
и =0, находящейся в пределах Ta- 
кой области. Если устойчивости 
здесь нет, то система неустойчива 
при любых значениях параметра г. 

При переходе из какой-либо 
области Д-разбиения в соседнюю 
теряется один корень слева, если рис. 6.2. Пример D-paa- 
пересечь границу с заштрихован- биения по одному пара- 
ной стороны, и приобретается он метру 
при движении в противоположном 
направлении. Число корией изменяется на два при пере- 
ходе через точку самопересечения гравицы Р-разбиения. 
Это показано на рис. 6.2, где представлена граница О-раз- 
биения в случае характеристического уравнения 

p>+p+p+r=0 (6.7) 

[6.11] (направление возрастания частоты показано стрел- 
ками). 

При изучении устойчивости в зависимости от двух 
переменных параметров граница ШО-разбиения строится 
в прямоугольных координатах, которыми служат эти пара- 
метры [6.12, 6.13]. 

Пример. Построим О-разбиение по параметру г системы вто- 
рого порядка, имеющей характеристическое уравнение 

=
 

p+p+r=0. (6.8) 
Подстановкой (6.5) это уравнение приводится к виду (6.6), причем 

й (w) = в, 

О (w) = — о. 

Отсюда находим, что уравнение границы О-разбиения_ 

о=- Уи, 

а разбиение имеет вид, представленный на рис. 6.3. Стрелкой 
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на кривой показано направление возрастания частоты. Как видно 
из предыдущих выражений, в начале координат wo =0. Нанося 
штриховку по левой стороне при движении в направлении возрас- 

тания частоты, как сделано на 
рисунке, находим, что областью 
устойчивости может быть часть 
плоскости, охваченная кривой. 

D(H!) 012,0} Для проверки этого рассмотрим 
_ корни уравнения (6.8) 

1 | 
раз = — 5 — Ve-r 

Рис. 6.3. К примеру построе- В табл. 6.1 вычислены значе- 
ния О-разбиения ния корней в трех точках вещест- 

венной оси. Первая из этих точек 
принадлежит границе Д-разби- 

ения. Наличие в ней нулевого корня показывает, что эта точка 
принадлежит границе устойчивости. Вторая точка находится внутри 
области, охваченной штриховкой. Отрицательность обоих вещест- 
венных корней подтверждает, что здесь область устойчивости, 
на рисунке — D (2,0). Третья точка лежит вне области устойчивости. 
Это подтверждается положительным знаком одного из вещест- 
венных корней. Поскольку же второй вещественный корень здесь 
отрицателен, это — область D (1.1) 

Таблица 6.1 

К примеру построения 
О-разбиения 

г р! р> 

0 0 — | 
1/4 — 1/2 — 1/2 

— 15/4 3/2 — 5/2 

§ 6.3., АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ КРИТЕРИИ 

Непосредственное применение необходимого и достаточ- 
ного условия, требующее решения характеристического 
уравнения, просто лишь для систем первого и второго 
порядков, менее удобно в случаях третьего и четвертого 
порядков, а для систем более высоких порядков является 
довольно трудоемкой задачей. Однако, чтобы судить 
о том, удовлетворяет ли линейная система необходимому 
и достаточному условию устойчивости, нет надобности 
находить корни характеристического уравнения: доста- 
точно убедиться в том, что их вещественные части 
отрицательны. Для этого служат алгебраические критерии, 
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позволяющие судить об устойчивости линейной системы 
по коэффициентам ее характеристического уравнения. 

Рассмотрим характеристическое уравнение вида 

p” + ар"... ар + an = 0, (6.9) 
все коэффициенты которого вещественны. Предположим, 
что P1, р.,..., р, — корни этого уравнения. По формулам 
Виета 

а! == — (Pit Pe... Pn); | 
аз == рирз-Е Р:рз-Е...-Е Ри -Е PoPa +--+. Ри_1Ри» 

аз — — (рирр: Г рирурь Г... т Pn-2Pn- Pa), 
уе . .. | (6.10) 

Qn_ 1=(— I)" (papas. Pnat Pips. -Pn_ ake. и 

+ Рэрз.. 

An = (— 1)" рирэрз. .. р». 

Здесь в правой части К-го равенства стоит сумма 
произведений по k корней, взятая с «+», если k четное, 
и с «—», если Rk нечетное. Очевидно, что при отрицатель- 
ных вещественных корнях коэффициенты положительны. 
То же имеет место при комплексно-сопряженных корнях 
с отрицательной вещественной частью, а также, когда 
корни того и другого рода. 

Таким образом, во всех случаях, в которых соблюдается 
необходимое и достаточное условие устойчивости (5 6.1), 
все коэффициенты характеристического уравнения ‚(вклю- 
чая единицу при р”) имеют одинаковые знаки. 

Для систем первого и второго порядков условие 
одинаковости зпаков коэффициентов является достаточным 
условием устойчивости. Если, например, п=1, то при 
р а=0, где a >0, находим p=— а. 

Для систем высших порядков, т. е. при п—3, это 
условие обеспечивает лишь отрицательность вещественных 
корней, но вещественные части комплексных корней при 
этом могут быть положительными. Пусть, например, при 
п —=3 имеем р! ==— К, руз=с Ню, K >0, o>), т. e. 
не соблюдается необходимое и достаточное условие устой- 
чивости. Ilo формулам (6.10) 

a= — (— K -+ 25), 

y= 9 (9 — 2K) + 0", 

= — [— К (2? + 0%)]. 
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Как видно, коэффициент аз всегда положителен, а! может 
быть также положительным, если К`>2‹, а а — если 
0% w® >2K. Следовательно, все коэффициенты могут 
иметь одинаковые знаки, хотя система неустойчива, т. е. 
условие одинаковости знаков коэффициентов характери- 
стического уравнения при п —=3 лишь необходимо, но не 
достаточно. 

В конце XIX в. с необходимостью определения устой- 
чивости систем высокого порядка встретился словацкий 
инженер Стодола — выдающийся конструктор паровых 
турбин, работавший в Швейцарии. По его предложению 
швейцарский математик Гурвиц в 1893 г. нашел способ, 
позволяющий достаточно просто определять по коэффи- 
циентам характеристического уравнения, отрицательны ли 
вещественные части его корней. Для этого составляется 
определитель Гурвица 

и a3 a ... 0 

| Qg Qy ... 0 

Оо a а... 0 

0 1 @ -.. OF, (6.11) 
Оба... 0 

0 O 1. 0 

000... а 

по диагонали которого располагаются коэффициенты харак- 
теристического уравнения от Q до ay. Выше коэффициента, 
стоящего на диагонали, в каждом столбце пишутся под- 
ряд старшие по индексу коэффициенты, а ниже — младшие. 
Затем составляются все диагональные миноры определи- 
теля: 

2: = a, 

Q, аз 

1 а 

Q, @з As 

Оз = ] Я Ag] 

О а: as 
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и т. д. Критерий Гурвица требует, чтобы у системы, для 
которой соблюдается необходимое и достаточное условие 
устойчивости, выполнялось условие 

0, >0, в —|, 2, woe y М. 

Это легко проверить с помощью формул Виета, задаваясь 
корнями с отрицательной вещественной частью. 

Несколько раньше (в 1877 г.) ту же задачу решил 
Раут в Шотландии. Критерий Раута имеет другую фор- 
мулировку, но эквивалентен критерию Гурвица. Имея 
характеристическое уравнение (6.9), составим табл. 6.2 
(таблицу Раута).. 

В таблицу входят коэффициенты характеристического 
уравнения и коэффициенты с двойными индексами, вычи- 
сляемые по формулам 

a,Q, — аз а —ы 

31 а, ’ 

a,Q, — a, 
Q33 — ) 

ay 

аа — a, 
Q33 == , 

ay 

0,4, — dy , (6.12) 
Q34 — ’ 

ay 

Ч. a ’ 
81 

а — аз: @5 — @1@зв 

в asi 2 

и т. д. Для устойчивости системы критерий Раута требует, 
чтобы все элементы первого столбца таблицы были отличны 
от нуля и имели одинаковые знаки. 

Жритерий Гурвица менее удобен, чем критерий Раута, 
при больших значениях п, когда для его применения 
необходимо вычислять определители высоких порядков. 

Применим критерий Гурвица к системе третьего по- 
рядка, для которой определитель (6.11) 

1 аз 0 

D3;=| 1 a, 0 |. 

0 Q; Q3 
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Отсюда 

О = и, 

Dy, = а1а3 — As, 

D3 == аз0.. 

Из условия О, >0 находим a, >0. При этом из условия 
О. > 0 и В: > 0 получаем аз > 0. Тогда из условия De > 0 
следует, что аз > 0. 

Таблица 6.2 

Столбцы 

Строки 
| 2 | 3 en не.. 

2 ay аз | as a, 

3 as 3 @зз 234 

4 @41 Ayo @4з 

5 @51 As | . 

n+ 1 ani | | 

Таким образом, определители Ру, О; и О; будут поло- 
жительными, как требует критерий Гурвица для устой- 
чивой системы, если все коэффициенты характеристического 
уравнения положительны (необходимое условие устойчи- 
BOCTH) И 

аа — a3 >0. (6. 13) 

Условие (6.13) было получено проф. И. А. Вышне- 
градским в 1876 г. [6.3], когда еще не был найден ни 
критерий Гурвица, ни критерий Раута, и называется 
критерием Вышнеградского. Система третьего порядка 
устойчива, если коэффициенты ее характеристического 
уравнения положительны и удовлетворяют критерию 
Вышнеградского (6.13). 

Если система неустойчива, то во многих случаях можно 
добиться ее устойчивости, изменяя численные значения 
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коэффициентов характеристического уравнения посред- 
ством изменения параметров системы, от которых зависят 
эти коэффициенты. Например, в случае несоблюдения 
неравенства (6. 13) систему третьего порядка можно сде- 
лать устойчивой, увеличивая коэффициенты а; и аз или 
уменьшая коэффициент аз. В таких случаях устойчивость 
называют параметрической. Но бывает и так, что неустой- 
чивая система не приобретает устойчивости ни при каких 
значениях коэффициентов характеристического уравнения. 
Если, например, один из первых двух коэффициентов 
характеристического уравнения системы третьего порядка 
(аа или аз) равен нулю, то критерию Вышнеградского не 
удовлетворяют никакие значения остальных коэффициен- 
тов. В этих случаях характеристическое уравнение не- 
полное, в нем нет одного члена. 

С помощью формул Виета нетрудно убедиться, что 
в случае неполного характеристического уравнения хотя бы 
один его корень должен иметь положительную веществен- 
ную часть, причем обусловленная этим неустойчивость 
системы не может быть устранена никаким изменением 
коэффициентов характеристического уравнения, не равных 
нулю. Система, обладающая такой неустойчивостью, назы- 
вается структурно неустойчивой. Чтобы сделать струк- 
турно неустойчивую систему устойчивой, необходимо изме- 
нить ее структурную схему. Наоборот, система, устой- 
чивость которой параметрическая, является структурно- 
устойчивой. 

Неполное характеристическое уравнение всегда указы- 
вает на структурную неустойчивость, но наличие всех 
членов характеристического уравнения еще не означает, 
что система структурно устойчива. Рассмотрим, например, 
цепочку, состоящую из двух звеньев, передаточные функ- 
ции которых 

тт, У. (р) = тет, 

и охваченную единичной отрицательной обратной связью. 
Характеристическое уравнение такой системы 

1-Н У, (p)-+ We (р) =0 

приводится к виду. (6.9), причем 

_ 1 1 ЕЮ, 
@ — т, ag = Ty’ аз — TT,’ 

211



Применяя критерий Вышнеградского, получаем невы- 
полнимое условие 

— КК. > 0, 

а следовательно, рассматриваемая система, характеристи- 
ческое уравнение которой содержит все члены, структурно 
неустойчива. 

Пример. Составим таблицу Раута для системы третьего порядка. 
По (6.12) 

4,4 — аз, 
а: ’ 

аз: = 

Qs, И следующие элементы третьей строки равны нулю, вследствие 
чего Qy; = Qs). 

Следующие элементы четвертой строки, как и элементы сле- 
дующих строк, равны нулю. Таким образом получаем табл. 6.3. Из 
первого столбца таблицы следует, что критерий Раута соблюдается 
при одинаковых знаках всех коэффициентов характеристического 
уравнения и соблюдении критерия Вышнеградского. 

Таблица 6.3 

Таблица Раута при п =3 

Столбцы 
Строки | | 9 

1 1 а; 
2 a, аз 
3 Qs1 0 
4 as 0 

$ 6.4. ДИАГРАММА ВЫШНЕГРАДСКОГО 

Вышнеградский рассматривал переходные процессы в ли- 
нейных системах третьего порядка с` постоянными коэф- 
фициентами [6.3]. Если такая. система может быть устой- 
чивой, то ее характеристическое уравнение в общем случае 
получает вид 

p®+- ap? + asp + аз=0. (6.14) 
Подстановка _ 

p=qV a (6.15) 
приводит характеристическое уравнение (6.14) к форме 
Вышнеградского — 

q+ xq? + yg 1=0, (6.16) 
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где коэффициенты х и у, называемые характеристическими 
числами Вышнеградского, определяются формулами 

(6.17) 

Введением безразмерных величин д, x и у Вышнеград- 
ский привел кубичное уравнение к двухпараметрическому 
виду '. Это позволило ему графически представить свой- 
ства системы третьего порядка на плоскости, пользуясь 
характеристическими числами х и у как прямоугольными 
координатами. 

Применяя критерий Вышнеградскогок уравнению (6.16), 
получаем условие устойчивости 

ху>[. (6.18) 

Следовательно, граница устойчивости имеет уравнение 
XY = l, (6. 19) 

т. е. является равнобокой гиперболой, называемой гипер- 
болой Вышнеградского (рис. 6.4). В точках гиперболы 
вещественная часть корней характеристического уравне- 
ния (6.14) ‹ =0. Принимая это во внимание и пользуясь 
формулами Виета, нетрудно получить из (6.14) и (6.17) 
уравнения границы устойчивости в параметрической форме: 

Ир: | 

0’. 

— ft (6.20) 
3 wo? 

=) Я: 1 р 

Эти уравнения показывают, что х > со и и==0 при ® =0. 
Наоборот, x >0 и у» со при ® — - со. 

Ограничивая область устойчивости на плоскости пара- 
метров x и и, гипербола Вышнеградского представляет 
собой границу О-разбиения по двум параметрам. Дви- 
гаясь по этой границе в направлении возрастания частоты 
OT w==—oo ДО w=0, по общему правилу (см. $ 6.2) 
наносим штриховку слева, где и находится область устой- 

Х — 

' Существуют и другие способы преобразования кубичного 
уравнения к двухпарамстрическому виду [6.39]. 
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чивости Д (3, 0). При этом проходим всю гиперболу как 
ветвь отрицательных частот. Продолжая затем движение 
в сторону возрастания частоты к -- со, следует вновь 

пройти всю гиперболу, но в обрат- 
ном направлении. Чтобы правило 
штриховки не противоречило при 
этом известному уже расположе- 
нию области устойчивости, сле- 
дует представить себе движение 
по ветви положительных частот 
с обратной стороны чертежа. Ги- 
пербола штрихуется тогда дважды 

Рис. 6.4. Гипербола Выш- Ha стороне устойчивости. Перехо- 
неградского дя через гиперболу из области 

устойчивости, повсюду будем про- 
ходить через точки с двойной штриховкой, теряя, следо- 
вательно, два корня слева. Поэтому все точки плоскости 
параметров, в которых система неустойчива, принадлежат 
области ДО (1,2) [6.12], где o >0. 

Дискриминант уравнения (6.16) 

р = ху? — 4 (x8 + уз) + 18ху — 27. (6.21) 

Все три корня уравнения (6.16), а следовательно, и уравнения (6.14) 
вещественны, если D >> 0. Поэтому граница области вещественных 
корней определяется уравнением 

ху? — 4 (хз + уз) + 18ху — 27=0. (6.22) 

Построив по точкам кривую, описываемую этим уравнением, 
Вышнеградский показал, что она имеет точку возврата при х = y = 3. 
Действительно, в точке возврата должно быть выполнено условие 

0°D ) 40 9) 

дхду) дед =о, 
где D выражается формулой (6.21). Вычислив производные, легко 
привести это условие к виду 

(2xy + 9)? — (у? — 12x) (x? — 12у) =0. 

Отсюда, при х=у 

Ув 

(2.3 + 9)? = x? (x — 12)?, 

т. е. уравнение имеет корень х = 3. 
Для исследования точки возврата найдем касательную в ней, 

т. е. производную у’ = 4у[4х. Эта производная, как производная 
неявной функции (6.22) определяется уравнением 

9 on, о 
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Однако в’точке X= у=3 частные производные 

OL — 2 2 9х = 2ху* — 12x? + 18у, 

OD_. 2 2 ду = 2% х — 12у? + 18x 

равны нулю, вследствие чего в этой точке у’ из уравнения (6.23) 
не определяется. Чтобы найти у’в рассматриваемой точке, диффе- 
ренцируем (6.23) еще раз по x: 

р р PD\ ,, ®D ., OD, _ 

Принимая во внимание, что 

др _ 0:0 
дхду — дудх’ 

а в исследуемой точке OD/dy=0, для определения У’ получаем 
уравнение 

0D PD ,, PD __ 
| ду" +2 ay + 93 =0. 

Отсюда 

_ dD, V (3) зао 
, Oxdoy дхду 0x* ду 

= oD 
ду 

где 

90 
. дхду = У 1 18, 

OD _ 2 ‘ р _ 3 
98 = 29 — 24х, дуг = 2 — 249. 

При х=у=3 

вр AD р 
‘дз = ‘ду = — 3%, дхду = 54 И y=. 

Следовательно, касательная в точке возврата совпадает с биссектрн- 
сой координатного угла (рис. 6.5). Замечая же, что исследуемая 
кривая симметрична относительно биссектрисы координатного угла, 
так как (6.22) не изменяется, когда х и у меняются местами, заклю- 
чаем, что при х = у = 3 кривая имеет точку возврата первого рода. 
Одна из ее ветвей обращена вогнутостью К оси абсцисс, а дру- 
гая — к оси ординат. 

Область вещественных корней находится между биссектрисой 
координатного угла и двумя ветвями кривой, представляемой урав- 
нением (6.22), так как в этой части диаграммы D> O, а вне ее 
р < 0. Это легко проверить. Например, при х == у = 1 днскриминант 
р = — 16. В области, где D<0, характеристическое уравнение 
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имеет два комплексных сопряженных корня, вырождающихся на 
границе этой области в кратные вещественные корни. В точке воз- 
врата (6.16) принимает вид 

4" + 3q° + 34 + 1=0 

(q+ 1 ==0. (6.24) 

Отсюда следует, что в этой точке характеристическое уравнение 
имеет три равных вещеетвенных корня. 

Комплексные корни устойчивых систем находятся в области 
диаграммы Вышнеградского, расположенной между гиперболой и 

ИЛИ 

и=0 020405081 2 
у ОГ] 

ae < 

5 

3 Ly 
р; 

ava |.- 
2 Ht — 

/- af 1 

Aza) ass 
A=3 

0 ] 2 3 4 5 Г 

Рис. 6.5. Диаграмма Вышнеградского 
с линиями 

Х = соп$Ё и в = с0п$1 

кривой, имеющей уравнение (6.22). Эти линии принадлежат семей- 
ству кривых равных затухапий гармсничсской составляющей пере- 
ходного процесса [6.2]. 

Затухание гармонической составляющей определяется умень- 
шением ее амплитуды за период колебаний, равный 2n/o, Отноше- 

ние амплитуды некоторого периода к амплитуде предыдущего равно 
{°] 

ехр (2. <). Следовательно, затухание зависит от отношения в/о. 
© 

При исследовании корней характеристического уравнения по 
диаграмме Вышнеградского удобно рассматривать корни 41, 4», 43 
уравнения (6.16) вместо корней ри, Po, р. уравнения (6.14). Пусть 
в общем случае это будет вещественный корень 

Ч: = — ^ 
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и комплексные корни 

Чз,з ——& + iv, 

где A, » иу — безразмерные величины, принимающие только поло- 
жительные значения. Перейти к корням уравнения (6.14) легко по 
(6.15): 

р. =—АУ 43, 

c= — pV % | (6.25) 
wmv % | 

Из этих выражений следует, что 

в 

@ 

т. е. затухание одинаково при одинаковых отношениях {o|/o и p/V. 
Обозначая через / затухание, выраженное в процентах, имеем: 

j = 100 | — ерх |- 2 Е) | (6.26) 

Гипербола Вышнеградского является линией нулевого затуха- 
ния, так как в ее точках с =0. На границе области вещественных 
корней wo =0, и формула (6.26) показывает, что это — линия сто- 
процентного затухания. Между этими кривыми располагаются линии 
промежуточных значений /, постепенно трансформирующиеся с BO3- 
растанием затухания из равнобокой гиперболы в кривую с точкой 
возврата первого рода, имеющую касательной биссектрису коорди- 
натного угла. Вместо затухания удобно пользоваться также коэффи- 
циентом демпфирования, нанося на диаграмму Вышнеградского 
линии его равных значений [6.10]. 

Применяя формулы Виета к уравнению (6.16), находим: 

ХА Qu, 

у= 2 ем, (6.27) 
= (uw? + \). 

y? 

Исключая отсюда A и вводя обозначение x= 1 + — a ‚ получаем [6.5]: 

ху? — 4% (х +. у?) — (2x? — 4x — 16) хху + 
+ x5 — 12% + 48х — 64 =0. (6.28) 

При х=1 получаем (6.22), а при х-+ со — уравнение гиперболы 
Вышнеградского. При промежуточных значениях х уравнение (6.28) 
представляет собой линии различных зпачений отношения v/u. Эти 
линии можно трактовать либо как линии соответственных постоян- 
ных значений затухания /, либо как линии постоянных значений 
колебательности системы, характеризуемой отношением у/. Коле- 
бательность равна нулю на границе вещественных корней и беско- 
нечно велика на границе устойчивости. 
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Зависимость (6.28) можно представить также в параметриче- 
ском виде, удобном для построений [6.5]: 

| 
х = + 

ie (6.29) 
с 

2 . 
У НХ. 

Отсюда при х =1 получаются параметрические уравнения границы 
вещественных корней. 

Из формул (6.27) получаем [6.8] также уравнения 

1 — №3 

1 
= 2u (x — 2 —. 6.31 y = 2p ( т Tn (6.31) 

Уравнение (6.30) представляет собой семейство прямых. Каждая 
прямая, соответствующая некоторому постоянному значению A, имест 
равный A угловой коэффициент и пересекает ось ординат в точке 

ШТ Ав | 
у = r ) 

аось абсцисс — в точке 

АЗ — ] 

м. 

Отсюда видно, что биссектриса коордипатного угла является 
линией A= |. 

Уравнение (6.31) представляет собой семейство кривых & = Const. 
Каждая кривая имеет минимум в точке с коордипатами 

| 
—2 — 

y=2V 2p. 
Таким образом, reoMcTpHyecKoe место минимумов этого семей- 

ства определяется уравнением 

Ц 2 Хх + у. 

Эта кривая имеет асимптоту, которой является ось абсцисс, и 
вершину в точке 

3 

y4 

У=У 4 == 1,59, 

Каждая из кривых и = Const имеет две асимптоты: 
вертикальную 

x= az 1,89, 

x = 2p 
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и наклонную 

= 2p (x — %). 
Обе асимптоты NepeceKalotcs на оси абсцисс. При в =0 верти- 
кальная асимптота сливается с осью ординат, а наклонная — с осью 
абсцисс, т. е. с асимитотами гиперболы Вышнеградского, являю- 
щейся линией w= 0. 

y y=2 15 1050 

м 

0 1 2 3 4 5 6x 

Рис. 6.6. Диаграмма Вышнеградского 
С ЛИНИЯМИ У = const 

Для построения линий у = соп${ преобразуем выражения (6.27) 
в Параметрические уравнения 

х —= т 24 
и т (6.32) 

— 5 atate У. 

При у=0 — это уравнения границы вещественных корней, совпа- 
дающие с получасмыми из (6.29). Координата x кривой v=const 
имеет минимум, определяемый уравнением 

ps = Ув — У, 

т. е. прим > vi, 
Семейства линий A= const, и = const и у = соп${ построены Ha 

рис. 6.5 и 6.6 [6.8]. В каждой точке их пересечения должны соблю- 
даться условия, выражаемые формулами (6.27). Пользуясь этими 
линиями, а также (6.29), на диаграмме можно строить различные 
характеристики системы. 

Вышнеградский построил в рассматриваемой области диаграммы 
линию, в точках которой вещественный корень равен веществен- 
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ной части комплексных корней: 

р, = 6. (6.33) 

Чтобы составить уравнение этой линии, введем условие (6.33) 
в выражения коэффициентов (6.10). Тогда 

a, = — 3s, 

a, = 30? + 03, 

a, —= — 6 (60° + 3). 

Исключая отсюда с и w, находим: 

2a? — да, а, + 27a, = 0. - 

Далее, выражая a, и а, через хиу по формулам (6.17), искомое 
уравнение получаем в виде 

2,3 | 

Кривая имеет минимум, координаты которого 

x=; 3 == 1,89, 

2 з/— 
У=З 4 =2,38. 

Условие (6.33) показывает, что рассматриваемая кривая должна 
проходить через точку возврата границы области вещественных 
корней. Поэтому при х =3 из (6.34) находим у=3. Пройдя эту 
точку, кривая уходит в область вещественных корней, но здесь 
она теряет смысл. Ось ординат служит ее асимптотой, но кривая 
не пересекает границу устойчивости: из (6.34) видно, что ее орди- 
наты больше ординат гиперболы (6.19) при одинаковых значениях 
абсцисс. 

В точках исследуемой кривой соблюдается условие (6.32), т. е. 
== A. Между осями координат и линией, составленной из части 
этой кривой, лежащей вне области вещественных корней, и обра- 
щенной вогнутостью к оси абсцисс ветви границы вещественных 
корней, находится область, где |р, | > |}. Это следует из того, что 
в этой области лежит граница устойчивости, в точках которой 
в =0. Область, где |р,|<|‹|, находится между исследуемой кри- 
вой и другой ветвью границы вещественных корней (см. рис. 6.5). 

Диаграмма Вышнеградского может быть применена также 
к исследованию устойчивости систем выше третьего порядка [6.7]. 

Пример. Исследуем по диаграмме Вышнеградского устойчи- 
BOCTb системы, имеющей характеристическое уравнение (6.7), в ко- 
тором а, = а, =1, аа=г. По (6.17) 

] | ] 
ху = —. УК г 

Следовательно, по (6.18) система устойчива при r<l, что согла- 
суется с О-разбиением, показанным на рис. 6.2. 
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$ 6.5. ЧАСТОТНЫЕ КРИТЕРИИ 

Применение критериев Гурвица и Раута к системам 
высокого порядка требует длинных вычислений. В этих 
случаях имеют преимущества методы исследования устой- 
чивости по частотным характеристикам. С помощью этих 
методов формулируются частотные критерии устоийчи- 
вости. | 

Частотные характеристики можно получить, переходя 
от преобразования Лапласа к преобразованию Фурье. 
Если такой переход возможен, то он достигается подста- 
новкой (3.28) в операторное уравнение движения (см. $ 4.2). 
Такую подстановку нельзя делать в характеристическое 
уравнение, так как оно при этом потеряло бы смысл. 
В этом легко убедиться на примере простейшего харак- 
теристического уравнения первой степени 

pta=0. (6.35) 

Однако можно рассматривать отдельно левую часть 
характеристического уравнения, представляющую неко- 
торый вектор на комплексной плоскости корней, имеющий 
смысл и при р={. Этот вектор, называемый характе- 
ристическим, имеет п составляющих вида р — рь, а при 
р = № — вида (ow — pp, т. е. выражается произведением 

(= — р», (6.36) 
Е =] 

где п — степень характеристического уравнения. 
Рассмотрим две составляющие характеристического 

вектора, соответствующие паре комплексно-сопряженных 
корней 

Dr — бр -- LWp, 

Pri FR — р, 

re o,< 0, так что эти корни удовлетворяют необходи- 
мому и достаточному условию устойчивссти. Нанеся их 
на плоскости корней (рис. 6.7), построим векторы # — Pp 
И tw — pei. Исследуем, как изменяется положение век- 
тора iw — р, при изменении ® от 0 до со. Очевидно, что 
он повернется на угол 7/2+ 7, где 1— показанный на 
рисунке угол между вектором р» и отрицательным на- 
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правлением оси абсцисс. Вектор iw — ри. повернется 
в том же случае на угол 7/2 —1. Эти повороты рассмат- 
риваемых векторов изменят аргумент характеристического 
вектора на 

1-я —1=т, 

так что, на каждый корень приходится изменение 7/2, 
То же будет в случае вещественных корней, для кото- 

рых 1=0, за исключением нуле- 
0 вых корней, которые, как легко 

И видеть, не вызывают изменения 
Se» apryMeHTa  характеристического 

Dn 7 вектора. Чисто мнимые корни из- 
iw меняют аргумент характеристиче- 

\ ского вектора так, что при изме- 
нении частоты в указанных преде- 

— Лах положительный корень дает 
6 т, а отрицательный — 0. Таким 

образом, на каждый корень при- 
9 ходится изменение аргумента на 

бк 

к 
Prot = >, HO знак этого изменения 

-------- - Wy оказывается неопределенным. 
Положим теперь, что в, >0, 

Рис. 6.7. Составляющие так что необходимое и достаточ- 
характеристического ное условие устойчивости не удов- 

векторе летворяется. Нетрудно убедиться, 
что в этом случае при изменении 

частоты ‘в тех же пределах на каждый корень будет при- 
ходиться изменение аргумента характеристического век- 
тора, равное —7/2, за исключением нулевых и чисто 
мнимых корней. 

Чтобы построить характеристический вектор на его 
комплексной плоскости, необходимо отложить по осям 
координат его вещественную и мнимую части и и у, KO- 
торые получим после подстановки (3.28) в левую часть 
характеристического уравнения, если отделим мнимые 
члены от вещественных. Тогда левая часть характери- 
стического уравнения будет представлять собой вектор 
вида 

—
ъ
ь
ь
-
-
-
-
-
 

-
 

-
 

-
 

-
 

 
-
 
-
-
 

М (iw) = u (w) -+ tv (в), (6.37) 
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где 

И = An — ал w* +a, 40" —. ony (6.38) 
v= Qn 1 — Qn 3° +- Qn yO —... 

Последние члены выражений и и UV содержат козф- 
фициент старшего члена характеристического уравне- 
НИЯ Qo. 

Для каждой из составляющих рассмотренного выше 
характеристического вектора (6.36) и и о равны соответ- 
ственно ее вещественной и мнимой компонентам. Напри- 
мер, корню характеристического уравнения (6.35) р! = — а 
соответствует единственная в этом случае составляющая 
характеристического вектора, построенная на рис. 6.8. 
В (6.35) а.=а, а, 1=1, так что и=а, Uw. 

7 о] 
|; и 

и | 
ww | 

> | — 

6 a и 

Рис. 6.8. Характеристи- Рис. 6.9. Вектор Михай- 
ческий вектор системы лова для системы пер- 

первого порядка вого порядка 

Характеристический вектор, построенный на рис. 6.8, 
показан на плоскости и, и на рис. 6.9. В обоих случаях 
он одинаков: 

iw — р, ==a-+ tw. 

Таким образом, при изменении частоты в вектор (6.37) 
будет вести себя так же, как характеристический вектор 
(6.36), и его аргумент будет также изменяться за счет 
каждого корня характеристического уравнения, как это 
найдено выше для аргумента характеристического вектора. 

Каждому значению частоты ® соответствует пара зна- 
чений u uw Vv. Принимая и и о за прямоугольные коор- 
динаты, можно построить на их плоскости кривую, каждой 
точке которой будет соответствовать некоторое значе- 
ние wo, Эта кривая будет годографом вектора (6.37), на- 
зываемого далее вектором Михайлова. А. В. Михайлов 
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впервые применил частотные методы к исследованию авто- 
матических систем [6.1]. 

Рассмотрим изменение аргумента вектора (6.37) при 
изменении частоты ® от 0 до со. Если все п корней 
характеристического уравнения лежат в левой полупло- 
скости, то при таком изменении частоты аргумент век- 
тора Михайлова, согласно выведенному выше, изменится 

т 
на п 5. Следовательно, необходимое и достаточноз усло- 

вие устойчивости системы можно интерпретировать так: 
при изменении частоты от 0 до -+co вектор 

о с 

Михайлова совершает поворот на yroans, 

где п — порядок системы. Это первая формулировка 
частотного критерия устойчивости, называемого крите- 
рием Михайлова. 

Рассматривая годограф, получаемый при указанном 
повороте вектора Михайлова, найдем, что при изме- 
нении частоты от 0 до со годограф устойчи- 
вой системы должен окружать начало ко- 
ординат, пересекая п квадрантов; это — вто- 
рая формулировка критерия Михайлова. 

Исследуем годограф вектора (6.37), называемый также 
кривой Михайлова. При ® =0 из (6.37) находим u—a, 
и и=0. Следовательно, годограф начинается в точке 
=a,. Чтобы найти паложение касательной в этой точке, 

вычислим производную 
dv __ dv/dw 
аи duldw’ 

Из выражений (6.38) ” 
dv 
do = Qn 1 — 3a, 3” -|-- wey 

d 
“- —= 2A n_90 + 4a, 4° a pee 

Отсюда находим, что du/du-»co при в ==0, T. е. в Ha- 
чальной точке годографа касательная параллельна оси 
ординат (рис. 6.10). Полагая «->со, находим, что при 
четном п степень 4и/4® выше степени du/dw и dv/du > 0; 
следовательно, во втором и четвертом квадрантах годо- 
граф в пределе превращается в прямую, параллельную 
оси абсцисс. При нечетном п также находим, что 

— — Е со при w-> со. Следовательно, в первом и третьем



квадрантах годограф в пределе превращается в прямую, 
параллельную оси ординат. На рис. 6.10 показан при- 
мерный вид годографа систем различного порядка. 

Как видно из рис. 6.10, координаты и и о годографа 
по очереди меняют знак, проходя через нуль. Отсюда 
третья формулировка кри- n=2 Я 
терия Михайлова: си- 
стема устойчива, ес- 
ли при изменении 
частоты OT 0 до с 

——_ 

координаты ГОДО- РИ 
графа поочередно » 
проходят через нуль, =" “ 
в общем п `раз. На Ne, 
рис. 6.11 показан пример- 
ный вид кривых и(%)и 
о («) для устойчивой систе- 

Рис. 6.10. Примерный вид кривых О . МЫ Com порядка Михайлова для систем от первого 
сли  характеристиче- до пятого порядка 

ское уравнение имеет нуле- 

ВОЙ корень, то изменение аргумента вектора Михайлова при 

изменении частоты от 0 до со Ha 5 меньше требуемого 

для устойчивости системы. При этом а, =0 и годограф 

=
>
 

An=] 

n=5 

П=3 n= 

u,u A A им 

ey
 

Рис. 6.11. Примерная зависимость коор- 
динат точек кривой Михайлова от ча- 

стоты для системы пятого порядка 

начинается в начале координат. При наличии пары чисто 
мнимых корней годограф проходит через начало коорди- 
нат. В этих случаях, поскольку имеются корни, лежащие 
на мнимой оси, система находится на границе устойчи- 
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BOCTH, если только все остальные корни лежат в левой 
полуплоскости. 

Рассмотрим теперь влияние охвата отрицательной 
обратной связью на устойчивость системы. Пусть разомк- 
нутая система (рис. 6.12) имеет передаточную функцию 

И (р)=К Bue (6.39) 
и, следовательно, характеристическое уравнение 

Ра (р) = 0. (6.40) 

Вектор Михайлова для разомкнутой системы имеет вид 

Мр (iw) = Ра (iw). (6.41) 

Предположим, что характеристическое уравнение (6.40) 
имеет т корней, находящихся в правой полуплоскости. 

И > 

Рис. 6.12. Разомкну- Рис. 6.13. Замкнутая система 
тая система 

Тогда при изменении частоты от 0 до со аргумент век- 

тора (6.41) изменяется за счет этих корней на —т>, 

а за счет корней, находящихся в левой полуплоскости, — 

на (п — т) 5. Полное изменение аргумента вектора Ми- 

хайлова при этом 
у." к TT 

(n — т) 5 MNz=(n—2m)>5. 

После охвата (рис. 6.13) единичной отрицательной обрат- 
ной связью передаточная функция системы примет вид 

Wp (р) ТЕТ, (6.42) 
а характеристическое уравнение — 

1-+ W,(p) =0, (6.43) 
откуда 

КР! (р) т Pa(p) =0. (6.44) 
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Теперь для замкнутой системы вектор Михайлова 

Чтобы замкнутая система была устойчивой, все п корней 
уравнения (6.44) должны находиться в левой полупло- 
скости. Тогда при изменении частоты от 0 до со аргу- 

TT 5. 

Введем вектор, представляющий собой после подста- 
новки (3.28) левую часть уравнения (6.43): 

М (iw) = 1+ W, (iw). (6.46) 

Этот вектор называется вектором Найквиста. Принимая 
во внимание (6.39), имеем: 

__ KP, (iw) + Pe (iw) 

мент вектора (6.45) изменится на п 

м («) = Py (1%) | 

Отсюда, согласно (6.45) и (6.41), 

. \___ Mg (19) 
М (iw) = М, (Ta) (6.47) 

т. е. вектор Найквиста равен частному от деления вектора 
Михайлова замкнутой системы на вектор Михайлова разомк- 
нутой системы. -Следовательно, аргумент вектора Найкви- 
ста равен разности аргументов векторов Михайлова замк- 
нутой и разомкнутой систем. При изменении частоты 
от 0 до со изменение аргумента вектора Найквиста будет 
равно: 

| у." 

n= — (п— 2m) + =r. 

Отсюда следует первая формулировка критерия Най- 
квиста: если характеристическое уравнение 
разомкнутой системы имеет т корней в пра- 
вой полуплоскости, то аргумент вектора 
М№ (2%) должен изменяться на тт при измене- 
нии частоты от 0 до со, чтобы замыкание де- 
лало систему устойчивой. 

Для графической интерпретации этого критерия по- 
строим годограф вектора Найквиста по амплитудно-фазо- 
вой характеристике второго рода, данной для той же 
системы в разомкнутом состоянии. С этой целью пред- 
ставим частотную характеристику W (iw) в форме (4.49) 
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и построим ее в прямоугольных координатах U (w) и V (в). 
Каждой точке U, У, получаемой при этом кривой, будет 
соответствовать некоторая частота ©, а вектор, имеющий 

начало в начале координат 
VA и и конец в этой точке, будет 

| ‘ равен по величине модулю 
\ © частотной характеристики при 

a wie частоте w: 

7 ue” | 'Y (iw) | = V 0? (wo) РУ) 

Рис. 6.14. Построение вектора (рис. 6.14). Теперь построим 
Найквиста | вектор, начинающийся в точ- 

ке оси абсцисс, где (И = —1|, 
и кончающийся в рассмотренной точке U, У. Модуль это- 
го вектора, как видно из рисунка, равен 

VF UF У =1- W (№) |, 
откуда следует, согласно (6.46), что это — вектор М (iw). 
Таким образом, частотная характеристика разомкнутой 
системы, построенная в ко- VA 
ординатах U, У, является 
годографом вектора Найк- 
виста в координатах U + [, af? | 
У. При изменении’ часто- < 
ты ® вектор WN (iw) замк- 
нутой системы обегает сво- 
им концом частотную ха- | и 
рактеристику разомкнутой Рис. 6.15. Амилитудно-фазовая ха- 
системы, имея начало в Рактеристика второго рода для 

устойчивой разомкнутой системы, 
точке (—1, 0). сохраняющей устойчивость после 

Если разомкнутая си- замыкания 
стема устойчива, то т = 0, 
и изменение аргумента вектора М (iw) при измекении часто: 
ты от 0 до со должно быть равно нулю, чтобы замкнутая 
система была также устойчивой. Это условие будет соблю- 
дено, если частотная характеристика разомкнутой системы 
обходит точку (—1, 0), как показано для примера на 
рис. 6.15. Если же т 0, то частотная характеристика 
должна окружать точку (—1, 0), чтобы при изменении 
частоты от 0 до со вектор № (iw) сделал поворот на угол 
тт, тогда замыкание сделает систему устойчивой. На 
рис. 6.16 показан пример, в котором m= 2, но частотная 
характеристика разомкнутой системы окружаег точку 
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(—1, 0) так, что при изменении частоты от 0 до со век- 
тор N (iw) делает поворот на 2=; это значит, что замкну- 
тая система устойчива. 

Рассмотрим систему, устойчивую в разомкнутом состо- 
янии. Ilo приведенной уже формулировке критерия Най- 
квиста система будет устой- 
чивой и в замкнутом COC- 
тоянии, если частотная 
характеристика разомк- 
нутой системы при | (12) >] -/ 
пересекает вещественную 
ось четное число раз, по- я 
очередно меняя знак про- 
изводной частоты по углу Рис. 6.16. Амплитудно- 
или угла по частоте при фазовая характеристика 

второго рода Для не- 

этих пересечениях, Либо устойчивой разомкнутой 
таких пересечений: (при мо- системы (т =2), которая 
дуле, большем единиц bl) становится устойчивой 

не имеет. Это — вторая форму- после замыкания 
лировка критерия Найквиста. Слу- 
чай четного числа пересечений показан на рис. 6.15. Случай 
отсутствия пересечений левее точки (—1, 0) показан на 
рис. 6.17, где представлена частотная характеристика 

| vA устойчивой разомкнутой систе- 
| мы, остающейся устойчивой и 

после замыкания. 
= > Рассмотрим рис. 6.16, пред- 
| полагая, что часть характери- 

и стики, проходящая левее точки 

Рис. 6.17. Амплитудно-фа- (—\1, 0), приближается к этой 
зовая характеристика вто- TOUKe. Пока эта часть харак- 
рого рода для устойчивой теристики остается левее точки 

И име. (-—1, 0), замкнутая система сох 
после замыкания раняет устойчивость; но система 

теряет устойчивость, как только 
характеристика оказывается правее этой точки. Очевидно, 
поэтому, в случае характеристики, проходящей через 
точку (—1, 0), замкнутая система будет находиться на 
границе устойчивости. Тот же вывод легко сделать и из 
рассмотрения случаев, представленных на рис. 6.15 и 6.17. 

На этом основано понятие о запасе устойчивости, 
характеризующем удаление характеристики от точки 
(—1, 0). Если замкнутая система находится на границе 
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устойчивости, то в точке (—1, 0) модуль частотной ха- 
рактеристики равен единице, а фаза равна x. Поэтому 

Sy
 

Рис. 6.18. Определение 3a- 
пасов устойчивости замкну- 
той системы по амплитуде 
и по фазе с помощью амп- 
литудно-фазовой характери- 
стики второго рода, постро- 
CHHOH Для  разомкнутой 

системы 

запас устойчивости по ампли- 
myde Аа характеризуется отли- 
чием модуля |W (iw)| от едини- 
цы при 9==t, а запас устой- 
чивости по фазе Аф — отличием 
фазы ф от = при |W (1) |= 1 
(рис. 6.18). Пользуясь этими 
понятиями, можно исследовать 
запасы устойчивости системы 
[6.10]. 

Критерий Найквиста удобно 
применять, пользуясь логариф- 
мическими частотными харак- 
теристиками. Покажем это на 
примере системы, устойчивой в 
разомкнутом состоянии. Ампли- 
тудно-фазовая характеристика 

такой системы пересекает ось U при | (1) | > [; значе- 
ния фазы в точках пересечения кратны п; на рис. 6.15 
ф==п, HO, может быть, вообще ф == т, где ^ — целое чис- 

ло. Поэтому устойчивая разомкну- 
тая система будет устойчивой в 
замкнутом состоянии, если в об- 
ласти частот, где | (1) [> 1, фа- 
30-частотная характеристика чет- 
ное число раз проходит каждое 
значение kn с изменением знака 
dp/dw при каждом следующем про- 
хождении одного и того же зна- 
чения Ак. Так как ЛАХ [= 
20 Ig | № (iw)|, то условие | (1) > 1 
означает, что L>O. Для приме- 
нения этого критерия логарифми- 
ческая фазо-частотная характери- 
стика строится под логарифмиче- 
ской амплитудной характеристи- 
кой с тем же масштабом по оси 

NI
N 

ее 

Рис. 6.19. Амплитудная 
и фазовая логарифмиче- 
ские частотные харак- 
теристики устойчивой 
разомкнутой системы, 
сохраняющей ycTohun- 
BOCTb после замыкания 

Igw. На рис 6.19 показано построение, соответствующее 
рис. 6.15: в области, где [`>0, фаза ф дважды прини- 
мает значение — т, 
и 6). 
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Частотные критерии необходимы для исследования 
устойчивости систем с запаздыванием. Если передаточная 
функция такой разомкнутой системы имеет вид (4.21), то 
после замыкания единичной отрицательной обратной 
связью (см. рис. 6.13) характеристическое уравнение сис- 
темы будет иметь вид 

Р: (Р) , — 

ИА р) (p) © m= 0s 

Р» (р) + КР! (p)e?* =0. (6.48) 
ИЛИ 

Это — трансцендентное уравнение, имеющее бесконечное 
число корней, вследствие чего устойчивость характери- 
зуемой им системы нельзя исследовать с помощью алгебраи- 
ческих критериев. Необходимое условие устойчивости, тре- 
бующее одинаковости знаков о - 
всех членов уравнения, здесь 
не является достаточным даже 
для системы первого порядка. 

Представляя левую часть 
уравнения (6.48) на ком- и 
плексной плоскости и произ- — 
водя в ней подстановку (3.28), 
построим вектор 

М (iw) = Py, (iw) ++ KP, (tw) би 

+ Ke'*'P, (iw). (6.49) рис. 6.20. Построение вектора 
Эт Михайлова для системы с за- 

вать как вектор Михайлова, 
обобщенный на случай *-2=0. Обобщение выражается 
в том, что составляющая КР! (1%) повернута на угол 
— ®`. Отсюда следует, что здесь применим критерий 
Михайлова. 

Теперь построим годографы векторов Py (iw) и КР, (iw), 
повернем векторы последнего годографа на Ww назад 
и сложим с векторами первого при одинаковых частотах 
(рис. 6.20). В результате этих действий получим годо- 
граф вектора (6.49), который должен удовлетворять кри- 
терию Михайлова, чтобы рассматриваемая система была 
устойчивой, имея порядок, равный степени полинома 
Р.(р). Этот метод исследования устойчивости систем 
с запаздыванием предложен и подробно развит Н. Н. Мяс- 
никовым [6.6]. 
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Пример. Пользуясь критерием Найквиста, найдем значение 
параметра г, при котором система, имеющая в разомкнутом сос- 
тоянии характеристическое уравнение (6.8) и коэффициент усиле- 
ния, равный единице, после замыкания оказывается на границе 
устойчивости. 

Из выражения передаточной функции разомкнутой системы 

| 
№ р (р) == P рр! 

находим вещественную и мнимую части частотной характеристики: 

2 
r—a 

w? + wt? 

- w 

V(o) = — г — в ой. 

Из этих выражений видно, что характеристика проходит через 
точку (—1, 0) при r= —1 un о =0. При таком значении пара- 
метра г замкнутая система находится на границе устойчивости, 
хотя в разомкнутом виде она неустойчива, как видно из )-разбие- 
ния (см. рис. 6.3), так как не соблюдается необходимое условие 
устойчивости. Тот же результат легко получить и из характерис- 
тического уравнения замкнутой системы при условии, что оно 
имеет нулевой корень. 

И (®) = 

5 6.6. УСТОЙЧИВОСТЬ ИМПУЛЬСНЫХ СИСТЕМ 
\ 

Устойчивость импульсной системы выражается в таком 
же затухании переходного процесса, как и у систем не- 
прерывного действия (см. $ 6.1). Необходимое и достаточ- 
ное условие устойчивости состоит в требовании, анало- 
гичном известному для непрерывных систем: веществен- 
ные части всех полюсов передаточной функции должны 
быть отрицательными. Для суждения о выполнении этого 
условия удобны частотные критерии. 

Рассмотрим передаточную функцию замкнутой импуль- 
сной системы (см. § 5.5). Ее полюса определяются зна- 
менателем выражения (5.30). В случае единичной отри- 
цательной обратной связи этот знаменатель имеет вид 

1+ W (9), 
где W (9) — передаточная функция той же системы при 
отсутствии обратной связи. Полагая в выражении W (4) 

q = iB, (6.50) 
получим частотную характеристику W (13) разомкнутой 
импульсной системы. Тогда вектор Найквиста 

М (i) =1- И (ip) (6.51) 
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будет определять устойчивость системы после замыкания 
подобно тому, как это имеет место для непрерывных 
систем (см. $6.5). При этом в силу известной периодичности 
изображений, получаемых посредством дискретного пре- 
образования Лапласа, изменение относительной частоты 
В следует рассматривать в 
пределах от О до т. Таким 
образом получаем следующую 
формулировку критерия Най- 
квиста для импульсных си- 
стем: замкнутая систе- 
ма устойчива, если при 
возрастании OTHOCH- 
тельной частоты от 0 
до < годограф вектора 
Найквиста охватывает 

точку вещест 6. HHO рис 6.21. Годограф вектора 
OCH, имеющую аосцис- Найквиста импульсной систе- 
су—1, m/2 раз, где т — мы, неустойчивой в разомкну- 
число полюсов переда- том состоянии, которая стано- 

у .  BHTcA устойчивой после 3a- точной функции разом  мыкания 
KHYTOH системы, имею- 

ЩИХ положительную 

‚вещественную часть. На рис. 6.21 показан пример 
годографа системы, которая становится устойчивой после 
замыкания при т =—=2. При построении годографа по осям 
координат откладываются вещественная и мнимая части 

частотной характеристики разомкнутой системы, пред- 
ставляемой в форме 

W (if) =U (8) +- iV (8). (6.52) 

Пример. Исследуем устойчивость импульсной системы, имею- 
щей в разомкнутом состоянии передаточную функцию (4.88). Един- 
ственный полюс этой передаточной функции 

— — Г 
I= т. 

v | 

Следовательно, в разомкнутом состоянии рассматриваемая система 
устойчива. Ее частотную характеристику получим подстановкой 
(6.50) в (4.88) при = =0: | 

W(i8) = 

Cd 



Выражая здесь экспоненциальный член знаменателя в тригоно- 
метрической форме и освобождаясь от комплексного знаменателя, 
находим: 

TIT 
k 1-е. cos В 

U (8) = = —_ — ’ 

Г 1 — 2e tn!” cosh te ar lt 

кет ain 
Г — 2710! све Г 

Из последних выражений видно, что при изменении В от 0 дот 
амплитудно-фазовая характеристика лишь два раза пересекает ось и: 
У (8) =0 при В=0 un B=nx. Абсциссы этих точек характеристики 

и =— ТР, 
— е п 

R/T 
U(x) = — 

ет!" 
Очевидно, что U(x) >0, но И(0) может иметь знак минус, если 

My! > 1. Следовательно, в зависимости от численных значений 
параметров А, Ги ГЕ, рассматриваемая система после замыкания 
может стать либо устойчивой, когда U(0) >> — 1, либо неустойчивой, 
когда ((0) < — 1.



ГЛАВА УП 

ПРОЦЕССЫ: В ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМАХ: 

$ 7.1. СУПЕРПОЗИЦИЯ ВЫХОДНЫХ СИГНАЛОВ 

Изучая линейную систему, на вход которой подано 
несколько сигналов, следует пользоваться присущим такой 
системе свойством суперпозиции, по которому воздейст- 
вие каждого входного сигнала на нее можно исследовать 
независимо от остальных, считая систему находящейся 
в покое (см. § 4.1). Затем реакции, вызываемые всеми 
входными сигналами, склады- _ т T 

ваются. Если при этом входные о ю Ш 
сигналы сдвинуты во времени, |) | | - 
т. е. включаются не одновремен- 0 bg ¢ 
но, то возникает задача описа- 7) _, | _ 
ния сигналов, отображающего от tf 1 
моменты их появления [7.8]. 3) fog — 

Рассмотрим непрерывный вы- T 0 t Г 
ходной сигнал 4 — 

] -т -t, ot хз (и) =fo(u) 1 (и — шв), (7.1) 
Рис. 7.1. Шкалы времени 

представленный в функции вре- ‘unt 
мени, отсчитываемого по неко- 
торой шкале времени и и существующий лишь при 
и>ш. Этот сигнал будем описывать в зависимости от 
момента его’ появления по шкале времени № так или 
иначе расположенной относительно шкалы и, но построен- 
ной в том же масштабе. Здесь возможны четыре случая, 
представленных на рис. 7.1, где моменты появления сиг- 
нала по шкале ¢ обозначены через fy. В первом случае 
оси и и Ё` расположены так, что их нулевые отметки 
совпадают. Во втором случае они сдвинуты так, что и == 0, 
когда #==*. В третьем случае оси и и [Е расположены так, 
что и=0 при [= —*. То же имеет место в четвертом 
случае, но тут сигнал появляется при = — tp. 

В табл. 7.1 приведены формулы перехода от шкалы ¢ 
к шкале и, которые легко составить по рис. 7.1 для всех 
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Таблица 7.1 

Переход от шкалы времени ий к шкале f и выражения 
сигнала (7.1) в функции времени f¢ 

а Формула перехода Сигнал (7.1) 

1 u=t хз (t) =f, (И 1 (t — 6) 
2 u=t—t ха (Е — *) =f, ((-— t) 1 (¢— t) 

3 uxt+t хз (ЕЕ) = fy (f+ 7) | (Е — fy) 
4 u=t+r жа (¢ +1) = fz (t +1) | (t — ty) 

Таблица 7.2 

Выражения сигнала, получаемые из таблицы 7.1 при и, =0 

ne ‘yaar Сигнал 7.1 

1 х: (t) = fe (t) | (6) 
2 хе (t — t) =f, (¢ — t) 1 (¢ — 7) 

3 X(t +t) =f (Е *) | (Е *) 
4 ха (Е) =f, (+1) | (€+-1) 

четырех случаев. Там же даны выражения сигнала в функ- 
ции времени Ё, получаемые из (7.1) с помощью формул 
перехода. В табл. 7.2 приведены выражения того же 
сигнала, получаемые из табл. 7.1 при ш==0. 

Можно рассматривать линейную систему с двумя вхо- 
дами а и 6, по отношению к которым она характери- 
зуется передаточными функциями W, (р) и И, (р). Выходной 
сигнал будет при этом суперпозицией реакций на сигналы, 
подаваемые на входы а и 6. Аналогично можно найти 
выходной сигнал и в случае большего числа входов, на 
которые воздействуют сигналы, сдвинутые во времени. 
Реакция на любой входной сигнал опять может быть 
исследована и построена независимо от других реакций. 

Так же можно построить переходный процесс, возни- 
кающий вследствие выключения входного сигнала при 
[—Т.. Принцип суперпозиции позволяет рассматривать 
выключение входного сигнала. x, как дополнительный 
сигнал X12, подаваемый на вход. В этом случае, следова- 
тельно, при 2=0 на вход подается сигнал 

хи (1) = (14), (7.2) 
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а при =Т. — сигнал 

X19 (t) = — В (A) 1 (¢— T.). (7.3) 
„и 

Рассматривая хи1 (1) и хи: (1) как составляющие входного 
сигнала x, (Г), имеем: 

х1 (2) = X11 (£) + же (0, 
откуда после подстановки (7.2) и (7.3) следует выраже- 
ние (3.5) вида 

ж (В =f (4) [1 —1@—То.)]. (7.4) 
Пример. Если и, =0 и f, (1) = зп yu, то в третьем случае по 

табл. 7.2 

Хз (Е +t) = (sin 1Ё с0$ yt + cos 1Ё sin yt) 1 (¢ +7). 

$ 7.2. РЕШЕНИЕ ОПЕРАТОРНОГО УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 

НЕПРЕРЫВНОЙ СИСТЕМЫ 

Когда известны изображения входного и выходного 
сигналов, то по (4.14) можно найти передаточную функ- 
цию системы. Это значит, что, ничего не зная о системе, 
можно составить суждение о ее свойствах, рассматривая 
процесс на ее выходе, вызываемый некоторым процессом 
на входе. При такой постановке задачи рассматриваемая 
система является тем, что в кибернетике называют чер- 
ным ящиком. Если же известны свойства системы, опреде- 
ляемые ее передаточной функцией, и входной сигнал, 
заданный его изображением, то из того же уравнения 
можно найти реакцию системы. 

Рассмотрим процесс (3.4) на выходе непрерывной 
линейной системы, вызываемый сигналом (3.1), поданным 
на вход. Предположим, что при Ё< 0 никакого сигнала 
на входе не было, следовательно, до включения сигнала 
х! (Г) на выходе не было никакого процесса. Таким обра- 
зом, система, находящаяся в покое, подвергается внезап- 
ному воздействию сигнала x; (Г), вызывающему появление 
сигнала х,(Р на выходе. 

Считая заданным сигнал x; (0, будем считать извест- 
ным его изображение Х,(р). Тогда сигнал х.(Р можно 
найти из операторного уравнения движения (4.14), так 
как передаточная функция системы, реакция которой рас- 
сматривается, должна быть известной. Принципиально 
для этого нужно лишь перейти от изображения Х. (р) 
к его оригиналу, пользуясь известными приемами опера- 
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торного исчисления. Согласно сказанному в $ 3.2 найден- 
ное решение уравнения (4.13) равно нулю при отри- 
цательных значениях времени и единственно. Физически 
это означает, что воздействие х! (1), приложенное в момент 

времени г —=0 к системе, имеющей определенную пере- 
даточную функцию, вызывает в этой системе единствен- 
ную, вполне определенную реакцию х.(1). Начальные 
значения реакции и ее производных определяются тем 
самым однозначно и отнюдь не могут быть заданы из 
каких-либо других соображений как произвольно выби- 
раемые начальные условия. При исследовании реальных 
процессов начальные условия, как отметил Бриллюэн, 
«никогда не задаются» [7.16]. 

Упуская физическое обоснование единственности реше- 
ния уравнения (4.13), часто полагают, будто это решение 
описывает процесс, начинающийся при нулевых начальных 
условиях. Это верно в том смысле, что исследуется про- 
цесс, вызываемый воздействием, приложенным к системе, 
находящейся в покое. Но поскольку воздействие имеет 
вид (3.1), такая интерпретация заставляет различать на- 
чальные условия слева и справа от точки t=O. Если 
известно, что начальные условия нулевые, то это отно- 
сится, как правило, к условиям «слева». Таковы нулевые 
начальные условия для системы, находящейся в покое. 
Между тем, пользуясь односторонним преобразованием 
Лапласа, можно рассматривать только то, что происходит 
справа от {=0. Отсюда возникла задача перехода OT 
начальных условий «слева» к начальным условиям «справа», 
получившая довольно гремоздкое решение [7.15]. Из ска- 
занного выше видно, что для решения уравнения (4.13), 
т. е. для построения переходного процесва, переход от 
начальных условий слева к начальным условиям справа 
вовсе не нужен [7.8]. 

Покажем, как непосредственно по изображению Х. (р) 
можно, не переходя к оригиналу, выяснить вид переход- 
ного процесса в момент его возникновения при #=0, а 
во многих случаях и установившееся значение сигнала, 
т. е. lim хз (В. 

t—+ со 

По предельной теореме операторного исчисления на- 
чальное значение (при г =0) описывающей функции вы- 
ходного сигнала 

1: (0) = lim рХ» (р). (7.5) 
— со 
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Здесь изображение выходного сигнала, получаемое из урав- 
нения (4.14), при заданном входном сигнале обычно 
имеет вид 

byp* Нор"... Нар В, 

К (р) рат а, ра,’ ° (16) 
так как передаточная функция (р) в большинстве слу- 
чаев, которые далее и будем предполагать, — рациональ- 
ная дробь, а изображение Х,(р) в практических задачах 
бывает правильной дробью, когда входной сигнал непре- 
рывен (3.1), и неправильной, когда он 
имеет импульсивные составляющие (3.11). x2(t) А 

Если 2 vy, то выходной сигнал содер- 
жит импульсивные составляющие, т. е. b |- 
имеет вид (3.11). При Q 

vy >, (7.7) 
когда импульсивных составляющих Ha 
выходе нет, из (7.5) получаем следующие 
начальные значения описывающей функ- 
ции выходного сигнала: 0 [4 

0 У > a | Рис. 7.2. Выход- 
Ь (0) = 4 № yv=p+l (7.8) ной сигнал, по- 

а р | являющийся 
скачком 

Таким образом, если v >p-+ 1, To вы- 
ходной сигнал при t=O непрерывен; если 
же v==p-+1, то он появляется скачком, равным 6/4 
(рис. 7.2): Следовательно, по (4.17) его обобщенная про- 
изводная в последнем случае 

b 
Dx_= fg (1) | Иа. 8 (2), 

и нельзя говорить о ее начальном значении, так как она 
содержит импульс. В этом случае можно рассматривать 
лишь начальное значение производной f, (2). 

Из формул (4.11) и (7.8) имеем: 

bo + pra(p) 2 =A (014, 
и по предельной теореме 

b fa (0) = lim p | pXa(p)— 2], 
poo 0 
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откуда находим, что при у=ь--1 первая производная 
описывающей функции выходного сигнала имеет началь- 
ное значение 

fi (0) = (им). (7.9) 

Легко убедиться, что при v=p+d, A>0 

fa (0) = fa (0) =... = f2—® (0) =0, (7.10) 
HO 

fas) (0) =", (7.11) 

Следовательно, х, Оха, ..., D**x, при Ё=0 непре- 
рывны, причем D*-*x, имеет угловую точку, Dx, — ска- 
YOK y/o, а D*xy и высшие производные содержат импульсы. 
Это означает, что функция х5(Р) имеет порядок гладкости 
^ —2. Далее находим: 

№0 = 5 16, —а/*-9 0), (7.12) 

fO+ (0) = [6, — а. -5 (OY —a,f (0), (7.13) 

fO+ (0) = = [6, — afl’ (0) — a,f (0) = +9 (0) 
и т. д. Вообще 

949 () =F [вы — а, (0)— 
— a,f} (0) —...— af t*—"(0)], > (7.14) 

rye целое число 

х— —[. 

Выражение (7.14) представляет собой формулу Тропского 
[7.12]. При отыскании по ней начального значения произ- 
водной некоторого порядка при заданном A определяется x 
и вычисляется столько членов в квадратных скобках, 
чтобы последний из них имея коэффициент а! и содержал 
начальное значение производной порядка A+%— 1, т. е. 
на единицу меньшего, чем порядок произведной, началь- 
ное значение которой является искомым. Например, при 
A==1 для вычисления [5 (0) следует положить 

Atx—1, 

откуда y==0 и A+y—1=—0. 
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Следовательно, 

‚ | 
ho (0) = а, [61 — ИС (0)], 

откуда, принимая во внимание (7.6), получаем ранее вы- 
веденную формулу (7.9) как частный случай формулы 
Тропского. 

Другое предельное свойство изображения позволяет 
найти . 

fs (co) = lim pXs (p), (7.15) 

если только изображение Х.(р) не имеет полюсов Ha 
мнимой оси и правее. Очевидно, } (со) =0 во всех слу- 
чаях, когда в (7.6) а, 40. 

Полученные таким образом значения функции fe (Г) 
при г —=0 и t=O, а также значения производных этой 
функции при # =0 позволяют определить вид переходного 
процесса в его начале и установившееся значение выход- 
ного сигнала. Для этого при заданном выходном сигнале 
нужно знать лишь передаточную функцию рассматри- 
ваемой системы. 

Таким образом, начало и конец процесса, вызываемого 
на выходе линейной системы внезапно приложенным воз- 
действием, однозначно определяются видом этого воздей- 
ствия и передаточной функцией системы. 

Рассмотрим теперь реакцию непрерывной линейной 
системы без запаздывания на последовательность импуль- 
сивных сигналов (3.11). В промежутке времени между 
подачей N-ro и (N+ 1)-го импульса, т. е. при 

(N—I)T<t<NT, (7.16) 

выходной сигнал Ха (1, №) определяется конечным числом п 
импульсов, поданных на вход, т. е. [7.14] входным сиг- 
налом 

N—1 

x(t, N)=A У, fi (mT) 8 (t — mT). (7.17) 
=0 

Конечная последовательность импульсивных сигналов 
(7.17) имеет изображение 

N—-1 

. Xi (p, №)=А У, fi (mT) e- "РТ. (7.18) 
=0 
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Следовательно, в промежутке времени (7.16) выходной 
сигнал имеет изображение 

N—1 

Xa(p, №)=А У, W(p)fi(mT)e-™?7, = (7.19) 
т =0 

где № (р) — передаточная функция -рассматриваемой си- 
стемы. 

В случае системы, характеристическое уравнение ко- 
п 

торой имеет вид | рь) =0 (кратных корней нет), 
k=1 

передаточная функция 

(р=У = (7.20) 
Е =1 

P—Pr 

В таком случае выходной сигнал найдем как суперпози- 
цию п сигналов, имеющих изображения вида 

N—1 

У (р, N) == Y fr (mT) emo? (7.21) 

‚И одинаковую шкалу отсчета времени. 
Таким образом, в промежутке времени (7.16) общее 

выражение составляющих выходного сигнала имеет вид 
N-1 

y(t, N)==Acy У р(тТ) ee "Л. (7.22) 
т =0 

Легко видеть, что в следующем промежутке времени, 
когда МТ < {< (М- ПТ, т. е. после подачи еще одного 
импульса, та же составляющая 

y(t, N+ 1)=y(t, №-Е Ас, р (МТ) еР МТ. (7.33) 

Второе слагаемое правой части этого выражения есть 
реакция системы на М-й импульс. Отсюда следует, что 
при переходе с (№ — 1)-го участка процесса на N-H, т. е. 
при появлении N-ro импульса, рассматриваемая составля- 
ющая выходного сигнала имеет скачок, равный Ас»! (МТ). 
Скачок выходного сигнала равен сумме скачков его со- 
ставляющих, т. е. равен 

Af; (nT) У Cpr. 

k=1 

f 
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Замечая, что изображение (7.21) имеет лишь один 
простой полюс р = — 6, и написав его в виде 

У (р, М = Ха, N), 

можно найти его оригинал: 

у (Е, Мс Вер в [ВХ (p, №)е» |, 

откуда [7.14] 

y(t, N)==cX,(—6, N)e-™, (7.24) 

Применим изложенную теорию к случаю гармонически 
модулированных импульсов (когда fi (1) =a cos yt), BO3- 
действующих на систему с передаточной функцией (7.20) 
[7.14]. Чтобы получить изображение X1(p, NV), представим 
входной сигнал (7.17) в форме 

N—1 

x(t, М)=АН( >) 8(¢— mT). (7.25) 
т =0 

Подставляя сюда 
11Ё —irt 

fit) ate 
находим, что для получения искомого изображения сле- 

дует воспользоваться соответствием, основанным на тео- 

реме смещения в комплексной плоскости: 

М-—1 N—1 

+ iyt , —m(pHiy)T | — МТ ей 8 (¢ — mT) = е РГ — —- . 

=0 т =0 

Тогда после преобразований имеем: 

Х! (р, №) = ay 1A (р) —С (р) cos [МТ + ¢ (ре “РЗ, 
(7.96) 

где 

А (p)=1—e-?" cosyT, В(р)=е- 27 sinyT, 

С (р)=У А*(р)- В*(р), 
В со5е (р, тер. 

Теперь по (7.26) находим: 

X1(—8, № = [А —C cos (МТ + 9) г", 
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где 

А=1— еТ соз1Т, B=e'TsinyT, C=V A®+ В, 
А В 

05$ —с, SILP=G- 

Следовательно, по (7.24) 

caA 
y(t, М) = Ge [А — С cos (МТ + +) eX" ]e—™. (7.27) 

Пусть c=1, а=1, =, 9— ту? A=T=1. 

Тогда А=0, С = В =, p= На рис. 7.3, а показан aa 5. 

G) F(t) 

A sus Avr 2 
1 И 789 КОХ 

6) yt) _ 
№ АХ 

им NURS 
7 IN /\ / Vy 

J i tN yf 17! АА 
0 ii \y > о / yo 1) \ = 

1 2 3) м и 89 NY Jit 
| | 
| 

Рис. 7.3. К построению переходного процесса, 
возникающего в непрерывной системе под 
действием гармонически модулированной по- 

следовательности импульсных сигналов: 

а) модулирующая функция; 6) переходный процесс 

график функции }(!), ординаты которого при #= МТ 
в данном случае, согласно (7.23), равны скачкам выход- 
ного сигнала. Переходный процесс построен на рис. 7.3, 6 
[7.14] по уравнению (7.27), принимающему вид: 

y(t, №) = зщ гы exp |(№М —#) In Уу?]. (7.28) 
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Скачки получаются при f= М, когда оканчивается №-й 
участок процесса и у имеет значения, определяемые ниж- 
ней огибающей 

t. (7.29) 
4 

После скачка у принимает значение, определяемое 
верхней огибающей, уравнение которой получаем из (7.28) 
при увеличении N на единицу: 

у=У2зт-; (¢+ 1). (7.30) 

В табл. 7.3 приведены выражения х! (2, №) un y(t, №), 
полученные [7.14] аналогично еще для трех модулирую- 
щих функций: постоянной, показательной и линейной. 

_ Таблица 7.3 

К построению переходных процессов, вызываемых в системе 
С 

с передаточной функцией p+ последовательностью 

модулированных импульсивных сигналов 

fil a ae М at 
a 

| 

Ге МР! | 1-е МФТУТ gate РТ 
—=pr [44 Ока г |1 + (N— 1) x 1-е Р 1—е P F941 (1-е) 

хе МРТ _ е-(М- ОРГ]. 

А! (р, №) ад 

асА NTO acA ac AT — ет 
Y(t Мат И ИМ а )х 

Пей |-ем0-9Т] х х eNOT _ смт] Ши 

хе" 

В общем случае системы с передаточной функцией 
№ (р) скачок выходного сигнала при подаче на вход 
N-ro импульса, т. е. при #= МТ, равен [7.14]: 

Afi (NT) lim pW (р). (7.31) 
poco 

‚ Отсюда начальное значение описывающей функции 
выходного сигнала. 

Ь (0) = Sf (0) tim pW (р), (7.32) 
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что следует также из (7.5) после подстановки (7.19). 
Выражение (7.32) показывает, что порядок гладкости 
выходного сигнала, вызываемого входным (3.11), зависит 
только от передаточной функции И (р) и не зависит OT 
модулирующей функции [| (Е). Поэтому сделанные выше 
заключения о характере выходного сигнала и его произ- 
водных, а также формула (7.14) применимы и в случае 
входного сигнала (3.11), если в и у заменить степенями 
т и п оператора воздействия и собственного оператора 
системы, а под 0 иа (7.14) понимать коэффициенты этих 
операторов. 

Примеры. |. Как показывает выражение переходной характе- 
ристики (4.82), при { =0 эта характеристика имеет скачок: 

Г в (0) = KF. 
Это видно непосредственно из уравнения (4.81),. в котором 

у=2, ц=|, т.е. ^=1; при таком значении разности у — в, как 
| было показано выше, х, (Ё) 

м} всегда деласт скачок при 
{ —=0. Выражение A (0) мож- 
но получить и из (7.6) [7.8]. 

2. Составим уравнение 
переходного процесса, воз- 
никающего, на выходе звена 
с передаточной функцией 
(4.80), если входной сигнал в 
в виде единичного скачка, 
включенный при #=0, вы- 
ключается при t= Те, т. е. 

(7.33) 

Т, имеет выражение (7.4) при 

0 - (= 

4 x, (t) = 1 (t) —1(t— То). 
Рис. 7.4. Переходные характеристики (7.34) 
звена, ииеющего передаточную функ- 

цию (4.80) Такой сигнал можно рас- 
сматривать как сумму двух 
составляющих вида + | (и). 

Первая составяяющая имеет верхний знак и соответствует пер- 
вому случаю по табл 7.2; вторая имеет нижний знак и соответст- 
вует второму случаю по той же таблице, причем t= Те. Изобра- 
жения этих составляющих равны, соответственно, + ||[р, а изо- 
бражения вызываемых ими выходных сигналов Й (и), по (4.81), 
равны 

КЕ (7.35) 
(1+ Tsp) p 

Здесь pal, у=2, A=1. Следовательно, по (7.6) 

_ b T 0) — 20 — fi f, (0) = ==К-., 
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т. е. при и =0 соответствующие сигналы на выходе появляются 
скачком. Найдем установившееся значение каждого сигнала по (7.15): 

№» (co) = + К. 

На рис. 7.4 по этим данным показан примерный график сиг- 
нала й (и) при Г, > Гз и Т, < Г,, получаемый таким образом без 
перехода от изображения к оригиналу. 

Переходя теперь к оригиналу, воспользовавшись (4.82), получим: 

в (и) = + к] 4 (+ и — у emt "| 1 (u). (1.36) 

Здесь для реакции на первую составляющую входного сигнала ий = 
знак верхний, для реакции на вторую составляющую ий = — Те 
и знак нижний. Производя суперпозицию сигналов (7.36), находим 
выходной сигнал: 

х. (6) =k {I 4 (= _ 1 tits] 1 (t)— 

-| 4 on _ Te] 1(¢— го, (7.37) 

0 t<0 

neal KE + (9-1) 91 aay 
—K(z- у (еТИТз — 1) ИТ es 7, | ; | 

Составляя изображение сигнала (7.34), можно получить также 
этот результат: 

—pT, ] | 
Х, (р) =— ——е 1 (p) р р ’ 

откуда по (4.14) 
_ | 1+ Гр _ 1+ Tip —pT, X, (p) =K| (1+ Typ) p (1+ Typ) p ° 

и после перехода к оригиналу — (7.37) [7.8]. 
Как видно из (7.37), при t= | выходной сигнал имеет скачок, 

равный Ka. Далее, вычитая из последнего выражения (7.38) пре- 

дыдущее, находим, что при #= Тс сигнал имеет скачок, равный 

К. Это показано на рис. 7.0, а для случая Т, < Ть 
3 

а на рис. 7.5, 6 — для случая T, > Г.. 
3. Найдем переходную характеристику системы четвертого 

порядка, имеющей передаточную функцию 

— бор В, р + bp? бр + by 7.39 

и) р* -- а, р -- ар? -- аар | аз ‘ (7.99) 
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Знаменатель этого выражения всегда может быть разложен на 
квадратичные сомножители [7.5]: 

p* + а, р* + agp? + asp + а. = (р* + т.р | п,) (p? + т.р + ny). 

Тогда, составляя изображение переходной характеристики и раз- 
лагая его на простейшие дроби, имеем: 

bop* 6, р” + вр" + взр + ва А М.р- М! 4 

P(p?+mp+n)(p?+mpt+n) р p?+mp+n 
4 Msp + № 

, р т.р ng ° 

Освобождаясь OT знаменателей и приравнивая коэффициенты 
при одинаковых степенях р в левой и правой частях этого выра- 

a) 
X2(t) | 

1 

\
 <
 

Рис. 7.5. Переходный процесс, 
вызываемый в звене с передаточ- 
ной функцией (4.80) сигналом (7. 34): 

а) при Г, <ТГ,; 6) при 7, > Г. 

жения, получаем систему из пяти линейных уравнений для опреде- 
ления неизвестных A, M,, М», №, и Ns: 

А-М, М, = В, 

(т, + ms) A+ mM, + т. М, - М, - № =, 

(п; + пит, + ng) A+ nM, + п. М. + ть М, + т, М = dy, 

(myn, + Тп,) A+ nN, п. М, = dy, 

nyngA — by. 

248



Определитель этой системы 

D ==пап: [(т, — mg) (пт. — пзт,) — (п, — Ng)*] 

не равен нулю. По формуле Крамера 

— Pr Ds — Ps 
A=A, M= >=, M= p> 

D D 

M= Dp M=—p, 
rye 

_ &D 
1 пал» 

Dg = Ng {п [Do (mymgn, — ni — ming + nyNg) + 6, (myng — т.п.) + 

+ 5 (п, — ny) — 6, (т, — my)] + by (т1 — п, — тат, + пз}}, 

Ds = ny {Ng [Do (my mgng — nj — min, + nyNg) — 6, (т.п: — т.п.) — 

— by (ny — ng) + 93 (т, — т») ] + 5, (т + ny — т.т, — ng)}, 

Ра = п {ry [боп, (тп, — т.п) — Dyn, (ny — Ng) + Og (т, — my) + 

+ 8: (mym, — ng — mi + п,)] + 

+ 5, (mi — mim, + тп, — 2m,n, + m,gn,)}, 

Ds = п, {Mg [Dong (т.п, — тп.) + бп (Ny — Ng) — Dany (т, — my) + 

+ 5; (тат, — ny — m3 + ng)]+ 

+ by (m3 + т.п: — тат} + myn, — 2т.п,)}. 

Чтобы получить искомую характеристику как табличный ори- 
гинал, представим ее изображение в виде 

“a Mi(o+3t)+M, Мом 

ns но (e+) +m + 
где 

№, = М, т.м, 

М = М, — тм, 

Тогда переходная характеристика 

— 71 р № 
# (#6 =| Афе ? (M, сов sin nt) + 

. 1 

— 2 t га 

+e 2 (м, COS Yat +- = sin ut)| | (2), 
2 
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где 

Ее можно также представить в форме [7.7]: 

my то t ~ 
— 

h(t)= й +Ae ? маи) +A 7 sin (tat + м I (2), 
где 

we A=Y mt, 
аа № = mite, 

Ye 

а начальные фазы $, и $. определяются формулами: 

4. Исследуем выходной сигнал, вызываемый в системе с пере- 

даточной функцией W (р) = последовательностью (3.11), моду- 

лированной функцией f, (2) =а [7.14]. Обращаясь к табл. 7.3, нахо- 
дим, что в этом случае 

. 1 e 

и по (7.24), полагая с = К, 

Хз (1, М) = КаАМ 

Из выражения передаточной функции имеем: 

A=n—m=}; 

следовательно, порядок гладкости выходного сигнала 

A—2=—l, 

т. е. он появляется скачком. По (7.29) начальный скачок, как и все 
последующие, равен аКА. Таким образом, график выходного сиг- 
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нала — ступенчатая линия (рис. 7.6), ограниченная полупрямыми 

А 
у, = Кай 

A yy = Ka (t+ 7). 

$ 7.3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРЕХОДНЫХ 
ПРОЦЕССОВ 

Напишем уравнение движения (4.7) в виде 

` (T,D" Та"... ТОН 1) ж © = 

= К (t_,D™ + t_1D"*+...+1D-+ 1) ж (0. (7.40) 

Подставляя сюда выражения входного и выходного сиг- 
налов (3.1) и (3.4), раскрывая скобки и вычисляя обоб- 
щенные производные по (3.20), 
получим в обеих частях урав- *2/t)} ; 
нения члены, содержащие им- 4ggxab-----~--~—---— — 
пульсы разных порядков. Чле- » fos 
ны с импульсами одного и TOTO „| ______ и“ 
же порядка в левой и правой 4, 4 
частях должны быть равны. ` / / 
Это условие дает п anreOpanye- 2акд Г--7 
ских уравнений, определяющих ии | 
начальные значения описываю- akKAK—Y ``! 
щей функции выходного сигна- yO 
ла и ее производных всех по- 
рядков ДО (П— Ю-го включи- 0 T 2 3 
тельно. Так, член левой части 

„ Рис. 7.6. К примеру пост- 
уравнения (7.40), ‘в который роения переходного процес- 
входит импульс высшего поряд- са, вызываемого последова- 
ка, есть Тир» (0) "1. Поскольку  тельностью одинаковых им- 
пхп (см. $ 4.1), В правой пульсивных сигналов 

части такой импульс не присут- 
ствует. Поэтому уравнение, из которого определяется 
начальное значение описывающей функции, имеет вид 

Гр (0) — 0, 

откуда р (0) =0. Получаемые таким способом выражения 
начальных значений функции | ( и ее производных 
дает формула (7.14). 
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Таким образом, импульсивные члены, появляющиеся в 
уравнении (7.40), после подстановки выражений обобщен- 
ных производных взаимно уничтожаются. Остаются лишь 
члены, содержащие единичную функцию, которая сокра- 
щается, и уравнение принимает вид 

3 Taf (t) +h (Q)=K dl (+h ) 
k= k=1 

Пользуясь введенными в $ 4.1 обозначениями полиномов 
Р: и Py, последнее уравнение можно сокрашенно запи- 
сать так: 

Р.Е] = КР (3) fi (0. (7.41) 
Это — неоднородное дифференциальное уравнение, из KOTO- 
рого при заданной функции f, (Г) может быть найдена 
функция fe, (Г. 

Начальными условиями для интегрирования (7.41) 
являются начальные значения функции {: (Г) и ее произ- 
водных, определяемые по (7.14). Они однозначно опреде- 
ляются передаточной функцией и приложенным воздейст- 
вием, но не могут быть ни заданы, ни выбраны как-либо 
иначе. 

Таким образом, описывающую функцию выходного 
сигнала можно получить путем интегрирования диффе- 
ренциального уравнения (7.41). Тем самым определяется 
и выходной сигнал. 

Функцию р (К можно искать и как решение некото- 
рого однородного дифференциального уравнения. Из (7.6) 
имеем: 

(Aop” + р’! —- ... + a,_1P + а,) Хо (р) = 

bop” + bp + see + by1P + bu. (7.42) 

Каждый член этого уравнения как в правой части, 
так, если раскрыть скобки, и в левой представляет собой 
произведение одного из коэффициентов а, 6 на выраже- 
ние вида р“Х (р), являющееся, согласно (4.11), изображе- 
нием обобщенной производной D*x(t), гдз x(t) — ориги- 
нал изображения ХЛ (р). В левой части (7.42) 

Х (р) = Xe (р) = ха (2). 
В правой части — 

Х (р) =1=50. 

252



_ Поэтому уравнение (7.42) можно преобразовать в 
уравнение в обобщенных производных: 

(ayD’ + a,D°* +-...+ a, D+ a,) хз (В = 
== (б-р... НВ, 1D + 6,) 8 (2). (7.43) 

Пользуясь (3.20) для вычисления обобщенных произ- 
водных, вычислим члены левой части (7.43), начиная 
с последнего. При этом, полагая, что 

у— в =А, (7.44) 

учтем условие (7.10). Тогда 

A,X, (1) = аз (t) 1(0, 

a, 1Dxs (1) — а, (1) 1 (2), 
аз 0" ха (t) = а, эра (1) 1 (4), 

a,_,Dh жа (t) = а, [№ От Ю- (0) 8 (6 
аа Ох, (9) = а, af (010 -В (0) 8 (0 -| 

+ ®-5 (0) (01 

yD x(t) = an [FP () 1) + FE -9 (0)8 (9 - 
+f (0) 8° (A) +... + №-5 (0) 80-9 (0] 

Принимая во внимание, что | 
0*8 (t) = 8 (ft), 

сопоставим теперь члены обеих частей уравнения (7.43), 
содержащие импульсы одинаковых порядков. Начнем 
с импульса высшего порядка, которым как в правой 
части, так, согласно (7.44), и в левой является импульс 
6») (Р). В левую часть этот импульс входит с коэффици- 
ентом af— (0). По (7.11) 

р (A —1) 0 
К (0) = ay’ 

Следовательно, в левой части коэффициент при импу- 
льсе 8" (Р) равен bo, т. е. такой же, как и в правой, так 
что члены, содержащие этот импульс, взаимно уничто- 
жаются. 

Следующий импульс 8*-`№ (¢) входит в левую часть 
умноженным Ha Qf) (0) + а. ^-' (0), что равно 04, так 
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как по (7.12) 

^^ (0) —=_- (6, — а! = . 
ay 

С таким же коэффициентом импульс 8-1 ([) входит 
и в правую часть, а следовательно, содержащие его члены 
также взаимно уничтожаются. Подобным же образом, 
пользуясь (7.14), нетрудно убедиться, что в (7.43) вза- 
имно уничтожаются члены, содержащие импульсы всех 
остальных порядков. В результате (7.43) превращается 
в обыкновенное однородное дифференциальное уравнение 
у-го порядка 

af?) (t) аб (О -... а, ф (© +ah @ =0. 

Обозначая через A,(p) полином, стоящий в знамена- 
теле изображения (7.6), последнее уравнение можно запи- 
сать сокращенно как 

о Арво. (7.45) 
Функцию (Г можно найти посредством интегриро- 

вания уравнения (7.45) при начальных условиях, заме- 
няемых начальными значениями (7.14): ` 

(0) -| 0 О=х=— А — 2 

(7.14) ^— {<= у— 1. 

Как и (7.41), уравнение (7.45) является дифференциаль- 
ным уравнением переходного процесса на выходе системы 
при-заданном входном сигнале. Каков бы ни был входной 
сигнал, это дифференциальное уравнение всегда будет 
однородным, но коэффициенты и порядок уравнения изме- 
няются при изменении входного сигнала. 

Уравнения (7.41) и (7.45) эквивалентны: их решения 
одинаковы и описывают один и тот же переходный про- 
цесс. Однако при построении процесса с помощью анало- 
говой вычислительной машины [7.10] удобнее пользоваться 
однородным уравнением (7.45). Полезно заметить, что 
начальными условиями при интегрировании обоих диф- 
ференциальных уравнений процесса — неоднородного и 
однородного — должны быть начальные значения искомой 
функции р(Ё), однозначно определяемые передаточной 
функцией системы и описывающей функцией входного 
сигнала. Это связано с тем, что дифференциальные урав- 
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нения (7.41) и .(7.45) следуют из уравнений движения 
в обобщенных производных. Но уравнение движения 
составляется относительно выходного сигнала, тогда как 
дифференциальные уравнения, рассмотренные в этом пара- 
графе, могут быть составлены лишь относительно описы- 
вающей функции этого сигнала '. 

Примеры. 1. Найдем переходную характеристику (4.93) ‘Из (7.41). 
В рассматриваемом случае, согласно (4.91), это уравнение прини- 
мает вид 

(те Плю=к(па +1, 
где с =!. Отсюда 

T Spt) thy (t) =К (7.46) 

и описывающая функция переходной характеристики 

Ха (#) =К- Се ИТ, 

где С — постоянная, подлежащая определению по начальному зна- 
чению искомой функции. По (7.14) 

Следовательно, 

с=к(т:- }. (7.47) 
Тогда 

frQ=K[I-(1— Fen "el, 
откуда получаем (7.33). 

Как видно из решения этой задачи, постоянная С, входящая 
в интеграл (7.46), не может быть произвольной. Правильное реше- 
ние получается только в том случае, когда она имеет выражение 
(7.47). | 

2. Проследим появление и уничтожение импульсивных функций 
в уравнении движения в обобщенных производных на примере 
‘системы четвертого порядка, получающей входной сигнал в виде 
единичного скачка. 

Передаточная функция рассматриваемой системы имеет вид 
(7.38), а уравнение движения в обобщенных производных 

(D* + а,0* + а. 0* + a,;D а.) 1 (1) = 
— (50 + 5,D*® + 6,D? + 6,;D + 65.) 1 (1), 

1B литературе часто пишут обычные дифференциальные урав- 
нения для сигналов. Как уже выяснено в $ 4.1, это некорректно. 
А некорректный метод естественно приводит к ошибочным реше- 
ниям, уже отмеченным в [7.8]. См. также $ 8.3. 
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где A (Ё) — переходная характеристика, представляющая собой в лан- 
ном случае реакцию рассматриваемой системы. 

Раскрывая скобки в правой части этого уравнения, вычислим 
обобщенные производные единичной функции: 

D \ (t)=8 (8), 
021 (t) =5 (0), 

0% | (1) =5” (0, 
21 (6 =” (2). 

Раскрывая скобки в левой части уравнения движения, вычислим 
обобщенные производные функции Й (Ё). Первая обобщенная произ- 
водная 

Dh (#) = Л, (t) | (ВЛ, (0) 3 (0, 

где, по формуле Тропского, начальное значение описывающей функ- 
ции переходной характеристики Х» (0) = 6). Следовательно, 

Dh (t) =f; (010+ 655 (0. 
Вторая`-обобщенная производная 

D*h (6) = У, (1-Х, (0) 3 (В - Л, (0) 8 (0, 

где f, (0) =), — або. 

Следовательно, 

D*h (t) = Л, (t) 1 (О + (6, — 4160) 8 (6) 85 (6). 

Далее так же находим третью и четвертую обобщенные произ- 
водные: 

Ой (t) = "От, (0) 3 (t) + Fj, (0) л, 09", 

в (= УТ ОЗОНЕ О +, 08 O+ 
+ fr (0) 8” (1). 

Здесь по формуле Тропского 

th (0) = by — 4:6, — a, (6, — a,b), 

Fy (0) =; — аз, — ay (6, — a,by) — а, [By — ав, — 

/ — а, (6, — а! 6%) ]. 
Таким образом, 

D*h (Е) =f, (t) 1 (1) + [6. — agby — а, (Dy — a,b) (*) + 

+ (by фа) (t) + 5,8" (2), 
Dh (t) =f, (t) 1 (0 + {в — Gaby — ag (В, — а, во) — 
— 41 [by — ab) — а, (6, — a4bq))} 8 (t) + [by — dehy — 
— а, (9, — а:6.)] 8' (Е) + (6, — a,b 9) 8” (t) +65” (1). 

После подстановки полученных выражений обобщенных произ- 
водных в уравнение движения коэффициенты при импульсах одина- 
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кового Порядка в левой и правой частях оказываются одинаковыми. 
Так, при 8”” (1) слева и справа будет коэффициент 8. При 8” (ec) 
слева, как и справа, получается коэффициент 

b, — a,b) + a,b, = b,, 
При 8’ (1) — 

ba — Gd) — а, (B, — а: во) + а, (6, — аъ) + aqby = Dy. 

При 8 (1), наконец, слева получается, как нетрудно проверить, 
коэффициент 6.. Таким образом, импульсы, отсутствующие в дей- 
ствительности, но появляющиеся в уравнении движения при аппрок- 
симации реального воздействия единичной функцией, взаимно унич- 
тожаются. Это не зависит от значений коэффициентов Dp, 6,1, By и 6.. 

3. Найдем начальные условия для интегрирования уравнения 
движения (7.41) при п=2 и m=1. Подставляя в уравнение движе- 
ния выражения входного и выходного сигналов, имеем: 

rR ОТО (0) (0+ 
= АО (03 @]-1= 
К т®-+л + И. 

Приравняем члены левой и правой частей уравнения, содержа- 
щие импульсы одинакового порядка: 

Тау» (0) 8' (#) =0, - 

Taf (0)3 (t) + Ту, (0) 5 (t) = Кал, (0) 8 (0). 
Отсюда получаем начальные условия 

fe (0) =0, 

fi (0) = KF fi 0) 
Чтобы найти Te же условия по формуле Тропского, необходимо 

задать функцию f, (Ё). Пусть f, (Е) =1, т. е. входной сигнал имеет 
вид единичного скачка. Тогда изображение выходного сигнала 

— ир- 1 

AOR TTT pT ip’ 
Следовательно, 

he (0) — 0, 

b 
fy (0) = а, ’ 

где by) = Kt, а, = Ts, откуда и получается предыдущий результат. 

$ 7.4. ПОСТРОЕНИЕ ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА ПО ВРЕМЕННЫМ 

ХАРАКТЕРИСТИКАМ 

Если на вход подан некоторый сигнал x, (t), имеющий 
изображение Х,(р), то, воспользовавшись (4. 14) и заменив 
передаточную функцию ее выражением через изображение 
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переходной характеристики (4.72), можно записать изобра- 
жение выходного сигнала в виде 

Хз (р) = pH (р) X1 (р). 

По известной из операционного исчисления теореме 
о производной свертки 

у. 

РН (р) Х, (р) = th ОБО Via 9) as ! I(t), 

где f,(t) ир (t) — описывающие функции переходной харак- 
теристики и входного сигнала. 

Следовательно, 

t 

№ (9) = (0-Е ft (© fa (f — 1) de. (7.48) 

Преобразуем входящий сюда интеграл Дюамеля, заме- 
HAA дифференциал dt конечной разностью Ах и производ- 
ную f,(t) — отношением конечных разностей Af,/At. Тогда 

{KI —)dems Dif—) Ah), 

где суммирование должно быть выполнено в области изме- 
нения х от 0 до Ё. Для этого рассмотрим At как шаг 
квантования по времени, принимая во внимание лишь 
значения обеих функций, стоящих под знаком суммы, 
соответствующие началу каждого шага. Следовательно, 
обе эти функции можно рассматривать при суммировании 
как решетчатые функции целочисленного аргумента п. 
Таким образом, можно написать, что 

Af, (t) = fila] — fila 1). (7.49) 

При этом п будет изменяться в области суммирования 
от | до ИА и 

f¢—) =f | —al. (7.50) 
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Теперь, учитывая (7.49) и (7.50), находим, что инте- 
грал Дюамеля 

t 

\ fi (<) № (Е — 1) dew 
0 

{Ат 

~ Y lal—fila—1) ible — a] 

i) ~f Ol [|+ 

+ Gia—ple—whfg—a]. 5p 

п =] 

НАх 

n= | 

Поясним применение этой формулы на простейшем 
примере вычисления ха (Г) при f= 2At: 

X(t) = {f1 [0] 412] + А UL] — fi ОР Ш- 

+ (fi 12] — fr (1) fi, [0] 1. 

Это показано’ Ha рис. 7.7, где перемножаемые в каждом 
члене последние выражения разности ординат | и fp 
(те и другие отмечены дву- 
сторонними стрелками) со- 
единены пунктирными ли- 
НИЯМИ. 

Такой способ построе- 
ния переходного процесса 
с помощью переходной ха- 
рактеристики полезен в тех 
случаях, когда вид вхол- 
ного сигнала делает 3a- 
труднительным построение 
процесса по передаточной 
функции или посредством 
решения дифференциаль- 
ных уравнений, в частно- 
сти когда входной сигнал 
задан графически. 

fit) | 

t 
'. 

2 
Рис. 7.7. К построению переход- 
ного процесса по переходной ха- 

рактеристике 

3
]
 

Выражение (7.48) можно также записать в форме 

t 

fo (t) = fn (0) fi Ре (=) dt. (7.52) 

gs N 259



Действительно, интегрируя по частям, имеем: 

\ ft (t) fa (6 — *) dt =f (*) fr и) ((— t) f, (x) dt. 
0 

В силу соотношения (4.73) формула (7.52) принимает 
ВИД 

во=ьОРО-+ (Эро. = (1.53) 

Таким образом, переходный процесс можно построить 
и с помощью импульсной характеристики системы. 

Пример. Зная переходную характеристику h(t), найдем реакцию 
системы, имеющей передаточную функцию W (p), на сигнал (7.34). 
Изображение этого входного сигнала 

| 1 рт 
xX = ———e Pc, 1 (р) р р 

Следовательно, изображение выходного сигнала 

И (р) Wp) —pr Х = ——————_@6 [м 2 (р) р г. 

или, согласно (4.83), 

— pT 
Xs (p)=H(p)—H(pye "% - 

Отсюда выходной сигнал 

X,(t) = h(t) —A(t То. 

В частности, если передаточная функция имеет вид (4.80), из 
последнего уравнения легко получить результат (7.37). 

$ 7.5. ЧАСТОТНЫЕ МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ ПЕРЕХОДНЫХ 

ПРОЦЕССОВ 

Составив изображение выходного сигнала Х.(р) и 
выяснив по расположению полюсов этого изображения, 
что выходной сигнал изобразим по Фурье, получаем 
комплексный спектр выходного сигнала: 

Х. (iw) = W (iw) Х, (iw), 

где W (iw) — частотная характеристика системы; 
Х, (iw) — комплексный спектр входного сигнала. 
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Вводя вещественную и мнимую части Ю+ (®) и Го (w) 
спектра выходного сигнала, представим его в виде 

Хз (iw) = Юз (в) -- 113 (5). 
Тогда по табл. 3.2 переходный процесс можно записать 
по одной из следующих формул: 

co 

a(t) =+ \ К; (©) cos wt do (7.54) 
0 

ИЛИ 
> 

X(t) = —— \ 1, (w) sin wf do. (7.55) 
0 

На этих формулах основаны частотные методы nocmpoe- 
ния переходных процессов. 

Если входной сигнал х! (Ё) с течением времени стре- 
мится к некоторому постоянному значению а!, не равному 
нулю, то преобразование Фурье нельзя применить к нему 
непосредственно (см. $ 3.3). Чтобы воспользоваться час- 
тотным методом построения переходного процесса и в этом 
случае, введем вспомогательный сигнал 

Ч (t) =Qq, 1 (t) — x, (0. (7.56) 

Тогда 

x1 (t) =A, | (t) — (1 (t) 

и выходной сигнал x,(¢) получим как сумму реакций 
системы на сигналы а1(Ё и (0. Реакцию на сиг- 
нал — € (1), изобразимый по Фурье, можно найти по (7.54) 
и (7.55). Реакция на сигнал a, | (1) равна ah (К. Дело сво- 
дится, таким образом, к построению переходной харак- 
теристики системы. 

Переходная характериетика A(t) с течением времени 
должна стремиться к некоторому постоянному a+ 0. 
Поэтому она не изобразима по Фурье. Чтобы получить 
ее частотным методом, введем функцию 

C(t) =а1(1— № (0, (7.57) 

изобразимую по Фурье. Ее изображение 

z, (jo) = 2 

261



Подставляя сюда частотную характеристику в форме 
(4.49), находим: 

2 (iw) = 2-Е, (7.58) 

откуда следует, что это изображение имеет вещественную 

часть — ©) и мнимую часть Тогда по (7.54) 

2 ` cos wf (Q=—= \ И (6) SE do. (7.59) 
0 

Определяя теперь A(t) из (7.57) и пользуясь выраже- 
нием ((f) по (7.59), получаем: 

h()=al (ty +4 2( V (w) SS do, (7.60) 
0 

На основании предельной теоремы и по (7.57) найдем 
величину а: 

а— Иш iw E —Z (ia). 
w—> 0 l 

Подставляя сюда (7.58), имеем: 

a=lim [И (в) Е ()], 
w + 0 

откуда 

a==U (0), (7.61) 

так как У (0) =0. 
Теперь из (7.60) получаем: 

h(t) =U (0) 1(@)-+= \ У (в) SS dw. (7.62) 

Другой способ определения A(t) дает формула (7.55), 
из которой по найденной выше мнимой части изображе- 
ния (7.58) 

о ео do rs 

|1 (2! do ЦО ) nee io) 

0 
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Интеграл, входящий в первый член полученного выра- 
жения, равен 7/2. Следовательно, 

oe) 

((=al(y—= \ И (w) 222 do, (7.63) 
a) 

A так как, согласно (7.57), 

h(t)=al(t)—C(), 
то по (7.63) получаем: 

co 

h(t) == \ И (wy 22 dor, (7.64) 
© 

0 

Таким образом, переходную характеристику линейной 
системы можно найти по формуле (7.64), по смыслу сов- 

Q) Ww) 

<? 
6) и 

J (Nn _ 
2 ря Ww 

Рис. 7.8. Аппроксимация частотной 
характеристики прямоугольными тра- 
пециями (a). Аппроксимирующие тра- 

пеции (6) 

падающей с (7.55), или же по формуле (7.62), отличаю- 
щейся от (7.04) слагаемым a; U (0) 1 (2). 

Для вычисления интегралов, входящих в выражения 
вида (7.54) и (7.55), существуют особые графические 
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приемы. Рассмотрим это на примере построения пере- 
ходной характеристики h(t). Воспользуемся формулой 
(7.64). По способу В. В. Солодовникова [7.3] для вычи- 

ty сления этой функции по (7.64) 
== - нужно построить график вещест- 

венной части И (®) частотной ха- 
рактеристики (рис. 7.8). Такой 
график аппроксимируется прямо- 

р угольными трапециями, распола- 
\ гаемыми так, чтобы прямой угол 

р 

| 

__ 

их совмещался с координатным 
углом, а большее основание — с 

7 W, осью частот. На рис. 7.8, а аппро- 
- ' ксимация сделана тремя трапеция- 

Рис. 7.9. Типовая трапе- MH, представленными отдельно на 

цеидальная частотная ха- рис. 7.8, 6. Трапеция /[ имеет поло- 
рактеристика жительные ординаты р (w), трапе- 

ция 2 — отрицательные, а трапе- 
ция 9, равновеликая излишней части трапеции 2, должна 
иметь поэтому положительные ординаты. Эти трапеции 
являются трапецеидальными частотными характеристи- 
ками. С их помощью искомый процесс 

со 

ха (t) = 2 У \ р; (w) sin fe dw, (7.65) ик 

0 

где суммирование производится по всем трапециям, т. е. 
по индексу [. 

Гиповая трапецеидальная характеристика показана на 
рис. 7.9. Она имеет высоту р, меньшее основание Wy и 
большее в. Ee вид характеризуется тремя числами: fo, 

Wd 
Wo H в. 

У единичной трапеции р=—=1, wo =—1. Для нее 

р do=htt,.»). 
0 

Функция A(t, y) подробно табулирована [7.4]. Поэтому 
вычисление X(t) легко сделать, заменяя трапеции, полу- 
чённые при аппроксимации кривой U (®), единичными. 
При этом значение функции Й (Е, у), найденное для каждой 
трапеции, необходимо умножить на р. Кроме того, так 
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как переход к единичной трапеции означает уменьшение 
основания в 4% раз, то в w раз увеличивается время. 
Действительно, умножая в (7.65) время на т и обозна- 
чая То —=®„, имеем: 

CO 

2 w i alm 0=- У \ р (2 nt dim. 
| 0 

Следовательно, чтобы найти значение выходного сигнала 
для некоторого значения [, необходимо брать табличное 
значение функции A для Ив. Таким образом, 

x (= Yt woh (=, x), (7.66) 
где суммирование производится по всем трапециям, знаки 
ординат которых присваиваются членам суммы. 

Этот способ построения процесса полезен в тех слу- 
чаях, когда изображение процесса задано графиком К. (в). 
По графику [.(®) способ построения процесса аналогичен 
рассмотренному. 

Построение переходного процесса по таким формулам 
как (7.54), (7.55), (7.62) и (7.64) сводится к вычислению 
интегралов вида 

| F (w) f (Е, ) do, (7.67) 

где F(w)— функция, обычно задаваемая графически. Для 
вычисления такого интеграла можно воспользоваться 
спектральным преобразованием [7.18], введя новую пере- 
менную 

a) 

$ (w = F (8) dd. (7.68) 
0 

Построив график $ (®) (при графическом задании функ- 
ции Р (w) это можно сделать графическим интегрированием, 
например, по формуле трапеций), аппроксимируем его 
подходящим образом и найдем частоту в функции новой 
переменной 5: 

Тогда интеграл (7.67) будет равен сумме вычисленных 
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для всех участков аппроксимации интегралов вида 

So , 

9 = Flt, $ ($) 4$, (7.70) 
Sy 

где S; и Sg—rpaHHubl участка, на котором пригодна 
аппроксимация (7.69). 

Если некоторый участок графика S (®), расположенный 
между точками (®1, 91) и (We, Sy), аппроксимируется от- 
резком прямой: 

S — 51 =k (w —0)), 

где 

ae (7.71) 
2 1 

то на этом участке 

(= >, (7.72) 

При аппроксимации параболой, имеющей вершину 
в точке (в, S)), 

где 

1 Ss (7.73) 

5, — 5 
Ф (5) =o, ++ у = =. (7.74) 

При аппроксимации равнобокой гиперболой с асимпто- 
тами = и S=S, 

(® — w,)(S — За) =^. (7.75) 

Требуя, чтобы гипербола проходила через точки (1, $1), 
(we, Sa) и промежуточную точку (3,° S3) (< 03 < oa), 
найдем: | 

Фа = > (7.76) 
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где 

__ Ss — Sg 

В=,. —w,’ 

C= 1S — 9203 

_ Wy — Wg  ” 

=: (7.77) 

Е определяется из (7.75) при подстановке вместо ® и 5, 
соответственно 1, ®› ИЛИ 3 И Sy, Sy ИЛИ S3. 

Формула (7.68) показывает, что линейная и парабо- 
лическая аппроксимация функции 5 (®) означает линей- 
ную аппроксимацию функции F (®) соответственно парал- 
лельными оси частот и наклонными отрезками прямых. 
Такая аппроксимация функции Ё(%) имеет место и при 
построении процесса с помощью трапецеидальных частот- 
ных характеристик. Гиперболическая аппроксимация S () 
означает более сложную и точную аппроксимацию функ- 
ции ЁР (0). 

Рассмотрим применение спектрального преобразования 
(7.68) к построению переходной характеристики по 
формуле (7.64) [7.18]. В этом случае 

Е (6) =U (6), 

F(t, w) — sate 

Тогда на участке линейной аппроксимации, вводя 
(7.72), находим: 

I (t) =А (si tw, — sito), (7.78) 

где А определяется по (7.71). 
На участке параболической аппроксимации, вводя (7.74), 

получаем: 

I (t) =22 | (cos f wy — cos fw) + в; (Si f wg — sit 0) | ‚ (7.79) 

где А определяется по (7.73). 
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На участке гиперболической аппроксимации, вводя 
(7.74), имеем: 

__ Kf sin tog sin tw, va COS LW I()=> ша ( sin ting $+ Ae) х 

[si f (og — в.) — si Ё (в — в.) + (2 — #08 tw) х 

Х [ci f (wp — ©) — ci f (wy — в.) -- > (si fo, — si to,)}, (7.80) 

где К определяется по (7.75). 
Переходная характеристика 

во=; УМО, (7.81) 
1=1 

где п— число участков аппроксимации функции U (®). 
Формулы (7.78) — (7.80) пригодны и для вычисления 

переходного процесса по (7.55), если положить Р (®) == wy (®). 
Таким образом, для построения переходных процессов 

с помощью спектральных преобразований достаточно иметь 
таблицы тригонометрических функций и таблицы интег- 
ральных синусов и косинусов. 

Примеры. |. Найдем комплексный спектр регулярной составля- 
ющей выходного сигнала, получаемого при подаче (гармонического 
воздействия (4.53) на вход системы, имеющей частотную характе- 
ристику W (iw). | 

По найденному в § 4.2 спектр выходного сигнала 

И (=) + IV (о) 
8 — в? ’ X, (iw) = ay} - 

а спектр его нерегулярной составляющей 

19 9) УС) 
18 — в Хы (dw) = a, 

Следовательно, спектр регулярной составляющей 

U (1) — U(w) + li ВО] 
Хр (46) = Х. (lw) — Xy (fo) = ayy = — 3 . 

2. Пользуясь методом спектральных преобразований, построим 
переходную характеристику простого инерционного звена первого 
порядка, имеющего передаточную функцию 

| 
УР = т. 
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В этом случае 

U(e) =, 

С dv 
$ (o) = \ —— = arctg в. 1 3 

0 

Аппроксимируем эту функцию двумя линейными участками 
и одним гиперболическим, выбрав их границы, приведенные 
в табл. 7.4. В той же таблице приведены значения А, вычисленные 
для линейных участков по (7.71), а для гиперболического — по (7.75). 
Для гиперболического участка принято w,=2,6. При этом по 
(7. 1) AS 1st, B = 0,0362, C == 1,55, D 00763, по (7,16) 0, = 0,448, 
Sa= 

Таблица 7.4 

К примеру построения переходного процесса 
с помощью спектральных преобразований 

Аппроксимация 4 Wg k 

Линейная ......... 0 0,6 0,901 
Линейная ......... 0,6 1,0 0,613 
Гиперболическая ...... 1,0 10 — 1,15 

Результаты вычисления по (7.81) приведены в табл. 7.5. Там 
же для сравнения даны значения, полученные по (4.77), т. е. 

й (Е =1-—е*, (7.82) 

Таблица 7.5 

К оденке точности метода спектральных преобразований 

, й (1) 

по (7.81) | по (7.82) 

0 0 0 
0,1 0,0926 0,0952 
0,2 _ 0,181 0,181 
0,4 - 0,330 0,330 
0,6 0,450 0,451 
0,8 0,551 0,551 
1,0 0,633 0,632 
1,5 0,778 0,777 
2,0 0,861 0,865 
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Сопоставление данных, приведенных в табл. 7.5, пока- 
зывает высокую точность метода спектральных преобра- 
зований, для выяснения которой и служит рассмотрен- 
ный пример [7.18]. 

$ 7.6. КОРНЕВЫЕ ГОДОГРАФЫ 

Частотные методы анализа и синтеза АУС имеют 
существенный недостаток, заключающийся в том, что 
связь между частотными свойствами системы и ее пове- 
дением во временной области выражается лишь в неяв- 
ной форме. Исследование же систем третьего и более 
высокого порядка на базе обычных методов решения 
уравнений движения представляет собой весьма трудо- 
емкий процесс, связанный с перебором нескольких вари- 
антов решения, так как этот метод не позволяет непо- 
средственно учитывать влияние отдельных параметров 
системы на характер ее работы. В связи с этими обсто- 
ятельствами за последнее время получил развитие метод 
корневых годографов, позволяющий осуществлять одно- 
временное исследование частотных и переходных харак- 
теристик. Этот метод весьма прост, удобен в применении 
и обладает большой наглядностью. 

Метод корневых годографов, предложенный впервыг 
К. Ф. Теодорчиком в СССР [7.1] и В. Р. Эвансом в США 
[7.2], базируется на связи нулей и полюсов передаточ- 
ной функции разомкнутой системы с нулями и полю- 
сами передаточной функции замкнутой системы (нулями 
и полюсами передаточной функции принято называть, 
как было указано в $ 4.1, соответственно, корни поли- 
номов, стоящих в ее числителе и знаменателе). Сущность 
метода заключается в графо-аналитическом определении 
на комплексной плоскости геометрического места точек, 
представляющих собой значения корней характеристи- 
ческого уравнения замкнутой системы при непрерывном 
изменении одного из ее параметров в пределах от 0 до со. 
Совокупность получающихся при таком изменении тра- 
екторий корней характеристического уравнения называ- 
ется корневым годографом системы. В качестве перемен- 
ного параметра обычно выбирают коэффициент усиления 
разомкнутой системы. 

Рассмотрим основные особенности метода корневых 
годографов на примере одноконтурной системы, пред- 
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ставленной на рис. 7.10 и имеющей в разомкнутом виде 
передаточную функцию 

P, (р) W —k — 7. 

где К — коэффициент усиления. Подставляя это выраже- 
ние в (5.6), найдем, что передаточная функция замкну- 
той системы 

__ КР, (р) 
V (2) = Р» (р) + КР, (p)° 

Из последних выражений очевидно, что нули передаточ- 
ной функции замкнутой системы совпадают с нулями' 
разомкнутой системы, полюса же замкнутой системы 
отличаются от полюсов системы в разомкнутом состоянии 
(при неединичной отрицательной обратной связи нулями 
системы в замкнутом состоянии являются нули разом- 
кнутой системы и полюса звена 
обратной связи). тыл wie) y 

Для определения полюсов eo ue |. 
замкнутой системы нужно ре- 
шить характеристическое урав- 

нение (6.44). Рис. 7.10. Одноконтурная 
‚При К =0 полюса замкну- система, охваченная отри- 

той системы определяются как —цательной обратной связью 

решения уравнения Ро (р)=0, 
т. е. совпадают с полюсами разомкнутой системы. Если 
выражение (6.44) разделить на К, то при К — со полюса 
замкнутой системы будут определяться решениями `урав- 
нения Р!:(р)=0, т. е. нулями разомкнутой системы. 
Отсюда следует, что траектории корней характеристиче- 
ского уравнения замкнутой системы, получающиеся при 
изменении А от 0 до со, должны начинаться в полюсах 
разомкнутой системы и заканчиваться в нулях разомк- 
нутой системы. 

Согласно (5.6) характеристическое уравнение замкну- 
той системы. 

У, (р) =— 1. (7.84) 

1 Здесь и далее для краткости будем опускать слова «переда- 
точная функция», заменяя выражение «нули (полюса) переда- 
точной функции разомкнутой (замкнутой) системы» словами 
«нули (полюса) разомкнутой (замкнутой) системы». 
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Поскольку W,(p) есть комплексная величина, она может 
быть представлена в виде | Ш: (р)|е*=— |, (р)|(с0$Ф-- 1511$), 
тогда (7.84) распадается на два уравнения: 

|W (р) |==1, (7.85) 
arg №, (р) =-+ (222 1)= (k=O, 1,2...). (7.86) 

В основе метода корневых годографов лежит графи- 
ческое решение уравнений (7.85) и (7.86) на комплексной 
плоскости р. Эти уравнения обычно называются соответ- 
ственно амплитудным и фазовым критериями. 

Рассмотрим частный случай, в котором передаточная 
функция разомкнутой системы 

__ 1 р 

РК рот атраття (87 
Это выражение удобно для дальнейшего переписать 
в следующей форме: 

(te). 

ЕЕ 
(7.88) 

it] it] | 

Любой из сомножителей (p +=) и (p+) MO)KHO 
1 

представить в виде 

| | 
РЕТ=РЫР и РЕ.=Р-2Ь 

где р, = -т и z= — полюса и нули разомкнутой 

системы. Тогда из (7.88) получим: 

__ (p — 2;) 

Wi (P)=KC oy =P) PoP) (7.89) 
где 

т 
C= Ti Г. Г. ° 

Множители (р — 2;) и (р — р!) на комплексной плоскости 
р представляют собой разность векторов р и 2, или р, 
и изображаются векторами, направленными из точки 2; (р/) 
в точку р (рис. 7.11). Если исследуемая точка р пред- 
ставляет собой корень характеристического уравнения 
замкнутой системы, то на основании (7.85), (7.86), (7.89) 
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и рис. 7.10 можно написать: 

KC | p — z; | 

IPl|p—pil|Pp—Pell|p—ps| 

Pz, — 2, Sp, — Pp, — Pp, = (2k + 1) *. (7.91) 

Аналогичные уравнения можно составить при исследо- 
вании систем любого порядка. Обобщение амплитудного 

и} 

=I, (7.90) 

Фр 7} 9, д, Py N<T\ Yo 

В 5 > 5 AS)
 al
 

Рис. 7.11. К выводу амплитудного и фа- 
зового критериев 

и фазового критериев на передаточную функцию, имеющую 
т нулей и п полюсов, дает: 

fot ae (7.92) 

m п \ 

>, „+ в, 8+ I), (7.93) 
fal 

где Pz И Pp, — модули векторов, соответствующих НУулям 

и полюсам разомкнутой системы, 

Pe, И Pp, — аргументы этих же векторов; 

ПГ 
1=1 : 

Изменяя К в пределах 0< К = со, можно построить 
о 

годограф полюсов замкнутой системы. При этом, руко- 
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водствуясь несколькими простыми правилами, можно 
с помощью обычных чертежных инструментов быстро 
отыскать на плоскости р геометрическое место точек, 
являющихся корнями замкнутой системы. Рассмотрим 
основные свойства корневых годографов. 

1. Корневой годограф содержит п ветвей в виде 
отрезков кривых или прямых (п — порядок характерис- 
тического уравнения разомкнутой системы), начинаю- 
щихся при К ==0 в полюсах разомкнутой системы. 

Это свойство — следствие теоремы высшей алгебры, 
согласно которой корень уравнения является непрерыв- 
ной функцией его коэффициентов. Поскольку комплекс- 
ные корни характеристического уравнения являются 
сопряженными, ветви годографа, не лежащие на вещест- 
венной оси, должны быть симметричны относительно 
этой оси. | 

2. При К-—со ветви корневого годографа заканчи- 
ваются в нулях разомкнутой системы. 

Для реальных автоматических систем обычно т< и. 
В этом случае т ветвей будут при К — со стремиться 
к нулям разомкнутой системы, а остальные п —т BeT- 
вей уходят в бесконечность. 

3. Ветви вещественных полюсов расположены на чере- 
дующихся участках вещественной оси. Чтобы определить, 
проходит ли годограф через некоторую точку этой оси, 
следует воспользоваться правилом: если общее число 
нулей и полюсов разомкнутой системы, рас- 
положенных справа от исследуемой точки 
вещественной оси, является нечетным, то 
через эту точку проходит ветвь корневого 
годографа. 

Это правило следует из фазового критерия. Зная, что 
все разностные векторы, проведенные в исследуемую 
точку из нулей и полюсов, лежащих слева от него, 
имеют аргумент 0, можно без труда с помощью рис. 7.12 
убедиться в том, что в точке р’ фазовый критерий выпол- 
няется, а в точке р” (как и в любой точке отрезка 
вещественной OCH, заключенного между 2; и py) — не выпол- 
няется, в связи с чем на отрезке 2, — р» корневой годо- 
граф проходить не может. При применении этого правила 
учитываются только вещественные нули и полюса разом- 
кнутой системы, так как при сложении аргументов $. 
их (рис. 7.12) любой пары комплексных сопряженных 
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полюсов сумма всегда будет равна 2m и не повлияет на 
общий фазовый угол. 

4. Уходящие в бесконечность ветви корневого годо- 
графа имеют асимптоты, число которых, как и количество 
таких ветвей, равно (пП— т), где п— число полюсов 
разомкнутой системы, т — число нулей ее. 

77 

Рис. 7.12. К определению участков веще- 
ственной оси, по которым проходит кор- 

невой годограф 

Положение асимптот на плоскости р можно определить 
с помощью элементарных формул. Согласно (7.84) и (7.89) 
характеристическое уравнение замкнутой системы запи- 
шем в виде 

TL (p—%) 
Kc = =— 1. (7.91) 

IT (op = py) 
1=1 

rd 

Совершая предельный переход при р-> со, получаем 
[7.6]: 

II (p — 2) | 

lim | КС =s5=—1, (7.95) 
a II (p — py) Ly 1 

ИЛИ 

— КС=р"". (7.96) 
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Применяя к последнему выражению амплитудный и фазо- 
вый критерии, получаем: 

|— KC |=|p"™|, (7.97) 
arg (— КС) =arg p” "= (2k+ |) т. (7.98) 

Из уравнения (7.98) следует, что 

(n —m)arg p= (28-1), 
откуда` 

= аге р tie (k=0, 1,2... пщт- 1). (7.99) 

Формула (7.99) служит для определения угла наклона 
асимптот к вещественной. оси. | 

Асимптоты корневого годографа должны быть симмет- 
ричными относительно вещественной оси и составляют 
(п — т) — лучевую звезду, центр которой лежит на этой 
оси. Абсцисса центра звезды, т..е. точка пересечения 
асимптог, определяется выражением [7.6], [7.13]: 

> a- У 
pee! Е, (7.100) 

пт 

п т 

rye >) p: 4 >) 2, — соответственно сумма всех полюсов и 
1=1 i=! 

сумма всех нулей разомкнутой системы. 
5. Если ветви годографа расположены на отрезке 

вещественной оси, заключенном между двумя полюсами 
(рис. 7.13), то по свойству 2 на этом участке должна 
быть точка, в которой происходит «отрыв» годографа от 
вещественной оси. В этой точке имеют место кратные 
корни. 

Ветви корневого годографа всегда пересекают вещест- 
венную ось под прямым углом в силу их симметричности 
и непрерывности производных. Для определения точки 
пересечения годографа с вещественной осью [7.1], 7.13] 
рассмотрим точку р корневого годографа, удаленную от 
точки Пересечения на достаточно малое расстояние 6 
(рис. 7.13, а). При очень малых значениях 6 приращения 
аргументов Аб; и 49,; можно заменить их тангенсами, 
определяемыми отношением 8 к соответствующим рас- 
стояниям от точки отрыва с» до нулей и полюсов разомк- 
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нутой системы. Исследуемая точка р будет принадлежать 
корневому годографу лишь в том случае, если суммарное 
приращение углов Абу и 4А9,; (при учете их знаков) будет 
равняться нулю. Для рассматриваемого примера получаем: 

8 3 8. 
А = 0. 7.101 

Sr Tare, Та — Ps ) 

После сокращения Ha 8 находим: 

] 1 | 

Sk —Р! ТР д’ 

‘откуда и определяем абсциссу точки отрыва годографа 

от вещественной оси. 

@ | @] 6) 77 

Aby jo | 
м м д Дб K=0o0 К=со 

2 } E AG, qo ‘ Ato 2 | * = 

Рис. 7.13. Определение точки пересечения годографа с вещест- 
венной осью 

В общей форме записи уравнение для определения 
абсциссы точки отрыва имеет вид [7.11] 

У += (7.102) 

где р, — полюса разомкнутой системы; 
2; — нули разомкнутой системы. 
Изложенный метод применяется также и в тех случаях, 

когда кратные корни расположены на участке вещест- 
венной оси, заключенном между двумя нулями (рис. 7.13, 6) 
или нулем и полюсом разомкнутой системы. 

6. Углы выхода 9», годографа из комплекеных полюсов 
и входа их в комплексные нули разомкнутой системы 
определяются на основании фазового критерия. Это свой- 
ство наглядно поясняется на примере рис. 7.14, где рас- 
сматривается годограф с комплексным полюсом, однако 
выводы распространяются и на случай с комплексным 
нулем. 
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Если ввести в рассмотрение точку р корневого годо- 
графа, весьма близко лежащую к полюсу pi, то можно 
с достаточной степенью точности считать, что аргументы 
Poor P21» Фр, Фр, СОХранят свое значение, а аргумент век- 

w| тора р — р! будет равняться уг- 
ра лу выхода 4. В этом случае фа- 

зовый критерий 
8, (} | 

IN Pz, — (Ppp + 91 + Фр» + Фр) = 
=f (2k-+-1)%, (7.103) 

Sh, ves Net » откуда 

р 4 рб == (2k+ 1) e+ Фа — (Pp) + 
+ Фр —- Фрз), (7. 104) 

что и требовалось получить. 
7. Точка пересечения корне- 

м, вых годографов с мнимой осью 
Рис. 7.14. К определению может быть определена или с 
углов выхода годографа из ПОМОЩЬЮ одного из критериев 

комилексных полюсов устойчивссти, или графически, 
методом подбора. 

8. Значение переменной величины К, соответствующее 
исследуемой точке корневого годографа, т. е. известному 
корню замкнутой системы: 

КС = Гри’ pot pn (7. 105) 

Fal 26 "Гат 

где fp, — длины векторов (p — р); 

rz, — длины векторов (p — 2;). 
На основании изложенных свойств корневых годографов 

разработаны простые правила их графического построения, 
которые в основном сводятся к следующему: 

а) определить нули и полюса разомкнутой системы 
по передаточной функции W (р), записанной в форме, 
аналогичной (7.89). Отметить полюса и нули на комплекс- 
ной плоскости р, применяя одинаковый масштаб для 
абсцисс и ординат; 

6) на основании свойства 3 определить участки вещест- 
венной оси, по которым проходит годограф; 

в) определить число асимптот (п — т) и их параметры 
(углы наклона 9, к вещественной оси и точку пересечения 
с. асимптот) с помощью (7.99) и (7.100); 
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г) определить, имеются ли на годографе кратные корни, 
а если имеются, то найти точки пересечения . с, ветвей 
годографа с вещественной осью; 

д) если имеются комплексные полюса или нули ра- 
зомкнутой системы, то определить углы выхода (входа) 

8 
а) “4 6) 1“ 

8 
4x 

‚2, —_ < K=0 K=0 K=90 _ 

-a K=0 р, © -a 22 -6 G 

|= 

8 

om 7.15. Годографы простых систем: 

Ги] b 
a) Wi (р) = р : 6) Wi (p) = KP oo 8) Wi; (р) = x bt 

K 

О: = Sea er 
‘ 

ветвей годографа из полюсов (в нули) на основании 
свойства 6; 

е) определить точку пересечения ветвей годографа с 
МНИМОЙ ОСЬЮ; 

ж) пользуясь полученными параметрами асимптот и 
ветвей, построить на комплексной плоскости п ветвей 
годографа; 

3). определить масштаб построенных линий по пере- 
менному параметру К. Для этой цели следует воспользо- 
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Рис. 7.16. Годографы си- 
стем с сопряженными ком- 

плексными полюсами: 

К 
W. = . а) W; (р) p? + р ; 

6) №, (р) = 

p?+2o p+o, у 
B) Ws Q) = 

фею p+ 02) (pt a) 
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ваться как уже известными из 
предыдущего построения точка- 
ми (например, начальными точ- 
ками ветвей с, и др.), так и 
найденными с помощью ампли- 
тудного критерия. 

Изложенный порядок пост- 
роения корневых годографов ил- 
люстрируется примерами, при- 
веденными в конце параграфа. 

На рис. 7.15—7.19 представ- 
лены некоторые наиболее харак- 
терные и часто встречающиеся 
корневые годографы, соответст- 
‚вующие звеньям и системам с 

различными свойствами, опре- 
деляемыми видом передаточных 
функций. Вид кривых на каж- 
дом из рисунков в применении 
к реальным системам может не- 
сколько измениться в деталях, 
так как масштаб по осям абс- 
цисс и ординат не нанесен, од- 
нако приведенные графики на- 
глядно иллюстрируют качест- 
венный характер корневых го- 
дографов для различных систем 
и соответствие их описанным 
выше свойствам. Рис. 7.15 и 
7.16 дают возможность просле- 
дить за изменением корневых 
годографов при изменении ис- 
ходного выражения ‚передаточ- 
ной функции. 

Процессы построения корне- 
вых годографов и исследования 

с их помощью свойств АУС мо- 
гут быть существенно облегчены 
за счет применения специально- 
го устройства — спиральной ли- 
нейки (spirule), предназначенной 
для быстрого перемножения (и 
деления) комплексных чисел по-



средством перемножения модулей и сложения аргументов 
соответствующих векторов. 

Спиральная линейка, внешний вид которой представлен 
на рис. 7.20, состоит из круглого прозрачного транспор- 

“А 

Рис. 7.17. Годограф системы W, (р) = 

_K(p+)(p+4) 
p (p +4) (p +e) 

тира, скрепленного в центре заостренной осью с линейкой 
таким образом, что они могут вращаться около этой оси 
как независимо друг от друга, так и совместно (на трении). 
При этом верхний край линейки должен проходить через 

Рис. 7.18. Годограф системы Рис. 7.19. Годограф системы 

— К(р-5) W, (р) = М, (р) = At ; 1 (р p(p—a) (р? + 2onp + 7) — us : 

р +) ор} 

центр транспортира. Транспортир отградуирован по окруж- 
ности через 5°, а на линейке нанесена логарифмическая` 
спираль, служащая для перевода логарифмов длины век- 
торов в угловые` величины (угол между верхним краем 
линейки и линией, проходящей через центр транспортира 
и любую точку логарифмической спирали, пропорционален 
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логарифму расстояния от центра до этой точки). Логариф- 
мическая спираль имеет градуировку в относительных 
единицах, причем за единицу измерения условно принят 
отрезок между центром транспортира и пересечением спи- 
рали с верхним краем линейки. Таким образом, изменению 
некоторой величины в 10 раз соответствует угол поворота 
90°, в связи с чем транспортир имеет отметки умножения 
на 0,1; | и 10. 

Спиральная линейка позволяет быстро найти на комп- 
лексной плоскости точки, в которых удовлетворяется фа- 
зовый критерий, определить значение переменного пара- 

Рис. 7.20. Спиральная линейка 

метра К в данной точке годографа, отыскать точки отрыва 
годографа от вещественной оси. 

При отыскании точек корневого годографа, в которых 
должен выполняться фазовый критерий, с помощью ли- 
нейки осуществляется суммирование аргументов векторов. 
С этой целью сначала верхняя кромка линейки совме- 
щается с нулевой отметкой транспортира, ось линейки 
помещается в исследуемую точку плоскости и линейка 
располагается на комплексной плоскости горизонтально 
(рис. 7.21, а). Затем, придерживая пальцами диск, повора- 
чивают линейку так, чтобы ее верхнее ребро прошло через 
первый полюс (рис. 7.21, 6), зафиксировав тем самым 
аргумент первого вектора. Далее, освободив транспортир, 
снова поворачивают линейку (вместе с диском) в гори- 
зонтальное положение, после чего опять прижимают диск 
и направляют верхнее ребро линейки в следующий полюс, 
осуществляя тем самым суммирование двух аргументов. 
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Описанная процедура повторяется до тех nop,” пока .не 
п 

будет получена сумма »,) фр, по всем полюсам. 
i= | 

Чтобы из полученной суммы вычесть аргументы век- 
торов, проходящих через нули разомкнутой системы, 
следует совместным вращением линейки с транспортиром 
направить верхнее ребро линейки через соответствующий 
нуль, а затем, придерживая пальцами транспортир, по- 
вернуть линейку в горизонтальное положение. 

Если по окончании этой процедуры суммарный аргу- 
мент, считываемый с транспортира, будет отличаться от 

1 

и) 
a) w j 6) А 

052 022 

< + +8 

| 90 <. 

р yo 2B р, "6 

Рис. 7.21. Сложение углов с помощью спиральной линейки 

180°, то исследуемая точка не принадлежит корневому 
годографу. Тогда следует выбрать другую точку и повто- 
рить описанный выше процесс. При наличии навыка этот 
метод «проб и ошибок» требует обычно не более двух- 
трех попыток. 

Для определения местоположения кратных корней на 
оси абсцисс обычно исследуют, соблюдается ли фазовый 
критерий в точках комплексной плоскости, расположенных 
над соответствующим участком вещественной оси и имею- 
щих малые ординаты. Применение спиральной линейки 
для определения переменного параметра А в данной точке 
годографа основывается на амплитудном критерии (7.92), 
из которого следует, что 

(7.106) 
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Сначала верхнее ребро линейки совмещается с индексом 
<< 1 транспортира, а ось последнего устанавливается в 
исследуемой точке годографа. Затем верхнюю грань ли- 
нейки направляют в первый полюс (рис. 7.22, а) и, при- 
держивая диск пальцами, поворачивают линейку до тех пор- 
пока полюс не совпадет с какой-либо точкой логарифми- 

Рис. 7.22. Определение переменного параметра А с помощью 
спиральной линейки 

ческой спирали (рис. 7.22, 6). После этого диск освобож- 
дают, спиральное лекало совмещают со следующим полюсом 
и снова вращают линейку при фиксированном положении 
диска. до совпадения этого полюса с логарифмической 
спиралью (рис. 7.22, в, г). Деление логарифмической спи- 
рали, с которым совпадает второй полюс, будет _опреде- 
лять результат перемножения модулей двух векторов. 
Повторяя описанную процедуру по всем полюсам, получим 
в результате числитель выражения (7.106). | 
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Чтобы полученное произведение разделить на знаме- 
натель выражения (7.106), необходимо, освободив’ диск, 
последовательно устанавливать инструмент так, чтобы 
логарифмическая спираль пересекала каждый из нулей 
и, прижав транспортир пальцами, направить линейку В 
исследуемый нуль. 

Искомое значение переменного параметра А опреде- 
ляется следующим образом: Е == (отсчет по логарифмиче- 
ской спирали) Х (коэффициент по транспортиру) Х (мас- 
штабный коэффициент п — т). Здесь масштабный коэффи- 
циент зависит от числа делений в общепринятых единицах 
длины, соответствующего единице длины логарифмической 
спирали. 

Оперируя с векторами, длина которых превышает от- 
носительную единицу длины логарифмической спирали, 
следует пользоваться частью спирали, построенной в виде 
зеркального изображения действительной кривой (см. 
рис. 7.20). В этом случае порядок действий со спиральной 
линейкой при умножении и делении модулей необходимо 
поменять местами. 

Корневые годографы являются эффективным инженер- 
ным аппаратом исследования автоматических систем, ко- 
торый с успехом применяется как при их анализе, так 
и при синтезе. Характер переходных процессов и запасы 
устойчивости линейной системы можно изменять, влияя 
на коэффициенты характеристического уравнения, завися- 
щие от корней согласно формулам Виета (см. $ 6.3). 
Реальные же знанения корней определяются параметрами 
системы. Построение корневого годографа выявляет зави- 
симость корней от варьируемого параметра и этим об- 
легчает выбор значения этого параметра, при котором 
обеспечиваются требуемые характеристики работы системы. 

Методу корневых годографов присущи и некоторые 
недостатки. Один из основных недостатков заключается 
в следующем: если на одной из ветвей годографа найдена 
или задана точка, определяющая положение корня характе- 
ристического уравнения замкнутой системы (например, 
ближайшего к мнимой оси корня), и с помощью выраже- 
ния (7.106) вычислено соответствующее значение пере- 
менного параметра, то.обычно нельзя сразу указать осталь- 
ные корни. Для нахождения остальных корней приходится 
применять метод последовательных приближений к искомым 
точкам. Однако при наличии даже небольшого спыта 
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нужные точки корневых годографов можно отыскать уже 
после двух-трех проб. В этом случае весьма полезным 
оказывается спиральное лекало. 

Хотя чаще всего в качестве переменного параметра 
системы выбирают общий коэффициент усиления К, можно 
построить корневые годографы и по любому другому 
параметру. 

При наличии корневого годографа можно построить 
простыми средствами частотную характеристику исследуе- 
мой системы. Для этого на ветвях годографа отмечают 

а) 6) 
-55,8 +118 и 

ЧР (1 
- 6,5 +5112 | 1. 

Ces 40 > 

С IN 
-6,5-i 11,2 02 . 

-55,8- £18 0 § 10 15 w,pad/cex 

Рис. 7.23. К построению частотной характеристики системы по 
годографу 

корни замкнутой системы, соответствующие выбранному 
значению переменного параметра. Затем в получаемом при 
таких корнях выражении передаточной функции замкнутой 
системы делают подстановку р=—{®, в результате полу- 
чается частотная характеристика замкнутой системы. На 
рис. 7.23, а [7.6] показано расположение нулей и полюсов 
замкнутой системы с передаточной функцией 

__ 23,68 (р-- 25) 
пр р Poe Te x (1107 

x (р-- 5582 i | 
Из (7.107) находим: 

И 23,68 (iw + 25) 
W (iw) = (to 4- 6,5 — i11,2) (iw + 6,5 + 111,2) (iw + 55,8 — i18) х* 

X (iw + 55,8 + i18) 
(7.108) 

Каждый из сомножителей выражения (7.108) Ha комп- 
лексной плоскости можно представить вектором, провз- 
денным из полюсов и нулей в точку, лежащую на мнимой 
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оси. Модули и аргументы этих векторов при данном 
значении частоты © легко определяются из графика, после 
чего на основании равенства (7.108) можно вычислить 
координаты соответствующих точек амплитудной и фазовой 
частотных характеристик. 
Построенная на основании 
изложенного амплитудная 
частотная характеристика 
представлена нарис. 7.23, 6. 

и} 

Примеры. 1. Система ав- 
томатического регулирования 
числа оборотов дизельного дви- 
гателя [7.9] с центробежным 
регулятором имеет в разомк- 
нутом состоянии передаточную 
функцию 

МУ, (р) = 

K(p +2) -6 | 
По (p+ 0p £41) 

Построим корневые годо- 
графы замкнутой системы. 

P Oe tan я люба и нули ра- Рис. 7.24. Годограф системы 

зомкнутой системы р, =— 7, K (p +2) 
Ps, 3 = — 95-м, 2, = —2 И ОТ- . и 2) т 1 10 +41) 

ложим их Ha KOMNACKCHOH пло- Р Р 
скости (рис. 7.24). Корневой 
годограф будет состоять из трех ветвей, одна из которых начг- 
нается в полюсе и кончается в нуле разомкнутой системы, а две 
других — уходят. в бесконечность (свойство 2). 

В соответствии со свойством 3 годограф будет проходить по 
отрезку вещественной. оси, заключенному между полюсом р, и 
нулем 2,; этот отрезок и является первой ветвью корневого годо- 
графа. Остальные ветви, начинающиеся в полюсах р. и р., прибли- 
жаются к асимптотам, имеющим наклон 

в ОТ, 2.01. 
ати. 

A
y
 

_2. ziti, к 

> e 

. Асимптоты пересекаются с вещественной осью в точке 

У Pi Уз 
[= 1 =1 _—1—2-542 

п-т — 2 
= — 7,5, ба = 

Таким образом, на графике (см. рис. 7.24) асимптоты примут вид 
прямой, параллельной оси ордннат, пересекающей вещественную 
ось в точке cp = — 7,5. | 
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Угол выхода годографа из полюса р. 

Pp, == — 180° — Фр, — Фр. + $, = — 180° — 64° — 90° + 129° = — 205°. 

Угол 9p, будет равен 205°, Tak как обе ветви симметричны относи- 
тельно вещественной оси. 

Полученные величины дают возможность построить оставшуюся 
часть корневого годографа, общий вид которого показан на рис. 
1.24. Масштаб кривых может быть определен в нескольких точках 
по переменному параметру К с помощью (7.105). 

2. Дана передаточная функция разомкнутой системы автомати- 
ческого управления 

К 

Ms (P) = р 5) 6-Е 100p + 2600) 
Построим корневой годограф замкнутой системы [7.6]. 
Определив полюса разомкнутой системы р, =0, р, = — 25, 

Рз, 3 = — 50 + Й0, отмечаем их на ксмплексной плоскости (рис. 7.25). 

и 

ин 2 = № 

Рис. 7.25. Годограф системы W, (р)= 

; K 

РФ 25) (p* + 100p + 2600) 
Годограф исследуемой системы имеет четыре ветви. Поскольку 
передаточная ‘функция разомкнутой системы не имеет нулей, все 
четыре ветви с увеличением К стремятся в бесконечность, прибли- 
жаясь к асимптотам с углами наклона 

8, ko | 180° = 2k 180° = + 45°; + 135°, 
n—m 4 

OTH асимптоты пересекаются. в точке 

ope 31,25, 

По полученным данным определяем часть вещественной оси, 
по которой проходят ветви корневого годографа (в данном случае 
она заключена между полюсами р, ир,!) и строим асимитоты. 
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Угол выхода годографа. из полюса р. 

Фра == (1 -- 28) п — Фр, — Фр, — Фр, = 
== 540° — (168,7° + 158,2° 90°) = 123,1°. 

Угол выхода годографа из полюса р. равен — 123,1°. Это позволяет 
построить две ветви годографа, начинающиеся в полюсах Py и рь. 

В соответствии со свойством 9, на вещественной оси имсется 

точка с кратными полюсами замкнутой системы. Эту точку вь можно 
определить из уравнения 

А+ ] 1 | 

бр Sp —-Вр! Sp —- Ps Sp — Ps 

которое запишется в виде 

—0, 

] | + 2b 0 

Hy! yp | e+e 
где а = — 10 — мнимая часть полюсов py HPs; 
b = 5, —(—50) — разность абсцисс кратной точки годографа и ве- 

щественной части полюсов Py и р.. 
Решение полученного уравнения дает op, = — 9. 
Оставшиеся две ветви корневого годографа, беря начало в 

точках ро и Pi, в точке в» отрываются под прямым углом от ве- 
щественной оси и асимптотически приближаются к прямым, по- 
строенным под углом - 45° к вещественной оси и пересекающим 
последнюю в точке ва. Общий вид корневого годографа представлен 
на рис. 7.25. 

$ 77. СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ 

Если входной сигнал линейной системы, действующий 
в течение времени Га, можно принять за стационарный, 
то выходной сигнал будет также стационарным и ограни- 
ченным во времени, хотя вследствие инерционности систем 
продолжительность его существования Т.» будет больше 
Та. К такому входному сигналу применимо преобразова- 
ние Фурье хотя бы в несобственном смысле. 

Обусловленный инерционностью системы выходной 
сигнал, существующий в течение времени Те — Га, не 
будет случайным. Поэтому случайный выходной сигнал 
существует лишь в течение времени Та— Те, как и 
ВХОДНОЙ. | 

Пусть входной сигнал ох, (Г) задан его спектральной 
ПЛОТНОСТЬЮ 5, (®). Тогда спектральная плотность выход- 
ного сигнала x, (1). 

52 (в) = Ши 7 |X (р. (7.109) 
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Комплексные спектры рассматриваемых сигналов свя- 

заны обычным соотношением 

через частотную характеристику W (iw). Подставляя 
(7.110) в (7.109), имеем: 

0) = (5) lim т. | Х в) № 
Но 

lim = 7X (iw) |? = 51 (w). 
Tio! 

Следовательно, спектральная Плотность Выходного CHI- 

нала 

Sy (0) = |W (iw) 5 (w), (7.111) 
т. е. может быть найдена по спектральной плотности 
входного сигнала и модулю частотной характеристики 
системы. 

Определив спектральную плотность выходного сиг- 
нала, найдем корреляционную функцию: 

со 

Ry (<) cos \ $3 (0) COS tw dw 

0 

и средний квадрат сигнала, характеризующий состояние 
системы: 

co 

1 7 \ я ) dw. (7.112) № x3 (t) = 

В случае нелинейной системы выходной сигнал будет 
нестационарным, несмотря на стационарность входного, 
так как нелинейность по-разному влияет на сигнал в за- 
висимости от его значений, т. е. в различные периоды 
времени. 

Пример. На вход линейной системы подан сигнал, обладающий 
белым сисктром $, («) == а в полосе частот в, = о = о». Найдем 
характеристики выходного сигнала, зная передаточную функцию 

системы 

К 

"ФР Tp FT 
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По (7.111) спектральная плотность выходного сигнала в той 
же полосе 

\ 

K-a 
T?w* + 1° $8 (w) = 

Средний квадрат выходного сигнала по (7.112) 

— а © а 2a 
к \ Е г = к (arctg Tw. — arctg То). = 

4 д 
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$ 7.8. ПРОЦЕССЫ В ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМАХ 

Дискретная система линейна, если параметры дейст- 
вующих в ней импульсов линейно зависят от модулирую- 
щего эти импульсы непрерывного сигнала. В таких систе- 
мах выходной сигнал, вызываемый заданным входным 
сигналом х! [п], определяется операторным уравнением 
движения (5.28). Это уравнение выражает изображение 
Х› (4, =) выходного сигнала замкнутой импульсной си- 
стемы, описываемого смещенной решетчатой функцией 
ха[п, =|. Однако переход от. изображения Х.» (4, :) к ори- 
гиналу во многих случаях затруднителен, так как оно 
имеет бесконечное множество полюсов. 

‚Полагая относительное смещение 

е—0, (7.113) 

можно исследовать начало и конец переходного процесса, 
не переходя от изображения выходного сигнала к ори- 
гиналу. Служащие для этого предельные соотношения 
имеют вид [7.17] 

5 [0] = lim Х, (9), (7.114) 
д-— со ‚ 

[8 [60] = lim (e7 — 1) Х, (9). (7.115) 
q- 

Если достаточно найти выходной сигнал при условии 
(7.113), т. е. в виде несмещенной решетчатой функции, 
то переход от его изображения к оригиналу упрощается, 
когда передаточная функция рассматриваемой системы 
является дробно-рациональной функцией от г =е4. Такие 
передаточные функции обычно встречаются на практике. 
Положим поэтому, что при условии (7.113) передаточная 
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функция замкнутой системы имеет вид 

__ боге + ба... о, 12- в 

ат фаер, 
причем у>ь. 

Деля числитель этого выражения на 2”, а знаменатель 
на г’, получаем: | 

р 0H), (7.116) aj tazt+ ... fay yzrr+ayz” 

Дробь, стоящую здесь в правой части, разложим в беско- 
нечный ряд по степеням 21: 

ба... 2% 1 9 

a ae ba eo Ao А Ase... 
Умножая обе части этого выражения на знаменатель ле- 
вой части и приравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях z', получаем: 

bo — ао, 

b= aA, —{- а! Ао, 

bp = AA, —- Ак —- ... +. а, Ао. 

Отсюда следует, что коэффи циент 

Г: 

№ [ь- У вл» (7.117) 
г=| 

где 6, —=0 при k>p иа,=0 при r>y. Теперь пере- 
даточную функцию (7.116) можно записать в виде 

И (gy we) У Aye %. (7.118) 
k=0 

Изображение выходного сигнала при условии (7.113) 
получим, подставляя (7.118) в (5 28): 

Х+ (9) = У! Age 2X; (9). (7.119) 
k=0 

Каждый член этой суммы является, очевидно, изображе- 
нием оригинала, запаздывающего на у — в А. Поэтому 
[7.17] искомый выходной сигнал 

п-Уь 

ж [п] = У» Agm[n—-(+h—p)]. (7.120) 
k=0 
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Исследование импульсных систем может выполняться 

также с помощью логарифмических характеристик. 

Пример. Найдем реакцию замкнутой импульсной системы, имею- 
щей передаточную функцию (5.30), на входной сигнал x, [п] = 
—= а! [п] при единичной отрицательной обратной связи. В этом 
случае у = 1, 

== 0, =, a=14+%, а = — exp (— 2). 

По (7.117) находим: 

Тогда по (7.120) 

'—( R 

alnj=oa, Y (—B) ци =аА, 7: 
k=0 бо 

Отсюда следует, что начальное значение выходного сигнала не 
равно нулю. Это легко получить и из (7.114), пользуясь выраже- 
нием (7.119) и находя изображение входного сигнала по табл. 3.4,



ГЛАВА УП 

НЕПРЕРЫВНЫЕ НЕЛИНЕЙНЫЕ АВТОМАТИЧЕСКИЕ 

СИСТЕМЫ 

$ 8.1. НЕЛИНЕЙНОСТИ 

Как показывает пример электрического контура, рас- 
смотренный в $ 4.1, система становится нелинейной, если 
среди зависимостей между характеризующими ее физиче- 
скими величинами появляется хотя бы одна нелинейность, 
которой нельзя пренебречь. 

Нелинейности определяются их статическими харак- 
теристиками, представляющими собой зависимость между 

| сигналами на выходе и входе 
у} нелинейного элемента в уста- 

новившемся режиме. Обозна- 
чая выходной сигнал через 

| t у, авходной через x, рассмот- 
72-2 - рим некоторые часто встре- 

9 9 * цающиеся нелинейности. К 
ним относится релейная харак- 

----2 теристикл, в общем случае 
показанная на рис. 8.1. Осо- 

Рис. 8.1. Релейная характери- бенности такой характери- 
стика с зоной нечувствитель- 

` ности и гистерезисом стики: ограничение выход- 
ной величины |у|= с; нали- 
чие зоны нечувствительности, 

в пределах ширины которой 2а или 26 выходная вели- 
чина не изменяется при любых значениях входной; гисте- 
резис, обусловленный тем, что ах Ь. В частных случаях 
зоны нечувствительности или гистерезиса может не быть. 
Встречается также ограничение вследствие насыщения 
(рис. 8.2.) или ограничение линейной зависимости (рис. 8.3), 
например, при движении: до упора. Характеристики, пред- 
ставленные на рис. 8.1—8.3, могут не иметь симметрии 
относительно осей координат: в этом случае их называют 
несимметричными. Встречаются также обычные петли 
гистерезиса. 
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Нелинейностью является и всякий зазор или люфт 
в механизме между ведущей и ведомой частями. На рис. 8 4 
х — перемещение ведущей, у — ведомой части. Пока выби- 
рается зазор, ведомая часть неподвижна. Затем она дви- 
жется по линейному закону J. При перемене направле- 
ния движения она снова неподвижна, пока зазор выби- 

ий 

x 

~---+-C 

Рис. 8.2. Насыщение Рис. 8.3 Движение до упора 

-” 

рается в обратном направлении, после чего движется 
по линейному закону 2. Это — упрощенная кинематиче- 
ская картина, без учета динамических явлений, вслед- 
ствие которых движение ведомой части будет происходить 
и при выборе зазора. Динамические явления не устра- 
HAIOT, но усложняют нелинейность. 
Некоторые устройства имеют харак- 
теристику такого вида и при отсут- 
ствии люфта. В механических систе- 
мах ее дает сухое трение. Другая 
характеристика сухого трения при- 
ведена на рис. 8.5. Здесь х — ско- 
рость движения, у— сила трения. 
При x=:0, т. е. при перемене знака 
скорости, движение прекращается. ес- Рис. 8.4. Зазор 
Ли сумма действующих сил при этом 
оказывается меньше с. На рис. 8.6 представлена нели- 
нейная характеристика, обусловленная жидким (или вяз- 
ким) трением. 

Последняя характеристика может быть линеаризована, 
если линейная часть ее занимает достаточно широкий 
участок. В отличие от этого характеристика сухого тре- 
ния представляет собой существенную нелинейность, линеа- 
ризация которой привела бы к недоучету важных дина- 
мических явлений. 
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Наличие тех или иных нелинейностей практически 
имеет место во всех автоматических системах, при стро- 
гом рассмотрении всегда являющихся нелинейными. Ли- 
неаризация, а иногда также слабое влияние нелинейно- 
стей часто дают возможность рассматривать автоматиче- 
ские системы как линейные. К некоторым системам это 
не применимо и приходится их исследовать как нелиней- 
ные. К таким существенно нелинейным системам OTHO- 
сятся, в частности, те,- в которые некоторые нелиней- 
ности вводятся AVIA требуемого изменения Их CBOHCTB. 

у РИ 
(А 

«|
 

х 
| 

-¢ 

Рис. 8.5. Сухое трение Рис. 8.6. Вязкое трение 

Нелинейная зависимость у(х) во многих случаях мо- 
жет быть линеаризована. При нелинейности такого харак- 
тера, как показано на рис. 8.2, для линеаризации слу- 
жит метод малых возмущений или малых ' колебаний. 
Сущность его В том, что нелинейная функция y (x) — не- 
прерывная и имеющая непрерывные производные в окре- 
стностях точки хо — может быть разложена в ряд Тейлора: 

y (x) =y (xo) + 2 ay PO) (Ах. 

При достаточно малых Ax (таких, что их квадраты и 
более высокие степени пренебрежимо малы по сравнению 
с первой степенью) можно ограничиться двумя первыми 
членами ряда, полагая иу(х) == и (х%)  аАх, где а= и’ (x). 
Условие применения этого метода — существование про- 
изводной y’ (x), имеющей при X= хи единственное и конеч- 
ное значение. На рис. 4.2 х=0. 

Метод малых возмущений неприменим, когда у(х) или 
ее производные имеют точки разрыва — например в слу- 
чае, представленном на рис. 8.3. В таких случаях при- 
меняется метод осреднения. Данная зависимость и (x) заме- 
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няется прямой, проводимой так, чтобы на рабочем уча- 
стке уклонение y(x) от прямой было наименьшим. Это 
применимо в ограниченных пределах изменения х, что, 
впрочем, относится и к методу малых возмущений: так, 
при достаточно большом значении I, линеаризация, пока- 
занная на рис. 4.2, не может быть удовлетворительной. 

Более точные результаты дает кусочно-линейная аппро- 
ксимация нелинейной характеристики. Когда характери- 
стика ломаная, она получается непосредственно. При 
этом характеристика может быть описана с помощью 
единичных функций. Например, в случае движения до 
упора (см. рис. 8.3) 

y=c({l(+6)+1(*« — 6) — 1] + ee[1 (+ 0) —1(«%— |, 

(8.1) 
где 

Е — ва. (8.2) 

Это означает, что 

—с х<—Ь 

y= kx —b=<x=<b 

C x >b 

Для криволинейных характеристик кусочно-линейная 
аппроксимация должна быть выбрана так, чтобы дости- 
галось наилучшее приближение, например, по способу 
наименьших квадратов: 

Метод гармонической линеаризации служит для замены 
нелинейной характеристики описывающей функцией нели- 
нейчости, определяющей реакцию нелинейного элемента 
на гармонический входной сигнал. Положим, что на вход 
симметричного нелинейного элемента подан сигнал (4.53). 
Тогда описывающая функция 

h=“ (8.3) 
a,’ 

где Qg— амплитуда основной гармоники (частоты 1) сиг- 
нала, возникающего на выходе того же элемента. 

Представляя выходной сигнал разложенным в ряд 
Фурье, имеем: 

п [2 

ay = ~ \ f, (9) sind d9, (8.4) 
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где $= yt, а f, ($) — описывающая функция сигнала, воз- 
никающего на выходе нелинейного элемента. 

х, | 
а, |--- 

ь|- (т 
| P| 
| | 
ПИ _ 

п В 2 Я 

-b —sse awe ee ee oe ee oe 

Puc. 8.7. К гармонической линеари- 
зации движения до упора 

После линеаризации этот сигнал 

Хе (t) = ay sin yt. (8.5) 

‘Пример. Произведем гармоническую линсаризацию в случае 

движения до упора (рис. 8.3). Введя угол 8 = arcsin —, находим 
1 

(рис. 8.7): 

ka, sin 9 0 

В ka, sin 8 Tn o-| 

где Rk определяется по (8.2). Подставляя выражения fy ($) в (8.4) 
получаем: 

B =/2 

а; = ad ka, | sin? $ 49 + sin В \ sin $ a == ka, (8 + sin В cos@). 

В 

Описывающую функцию рассматриваемой нелинейности находим 
по (8.3): 

h= = b (B+ sin 8038). 

$ 8.2. ВЛИЯНИЕ НЕЛИНЕЙНОСТИ НА СЛУЧАЙНЫЕ СИГНАЛЫ 

Рассмотрим влияние нелинейного элемента на вероят- 
ностные характеристики проходящего через него стацио- 
нарного случайного сигнала, непрерывного в вероятност- 
ном смысле, и на переносимую этим сигналом информацию. 
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Предположим, что статическая характеристика не- 
линейного элемента имеет вид, представленный на рис. 8.3, 
т. е. является линейной при изменении входного сигнала 
x от —6 до 6. На линейном участке характеристики 
выходной сигнал 

- y= Ах, (8.6) 

где А —= tga. 
Линейный участок ограничен таким образом, что аб- 

солютное значение выходного сигнала || =с при любых 
значениях входного сигнала. 

Найдем связь функций распределения вероятностей 
выходного и входного сигналов в области линейного пре- 
образования, т. е. без учета ограничения статической 
характеристики рассматриваемого нелинейного элемента. 
Обозначим функции дифференциального и интегрального 
распределений для входного и выходного сигналов через 
wy (x), Е, (x), Wy(y) и Fy). 
Тогда, согласно (3.4), 

шх (x) dx =, (у) dy. (8.7) 

Но, по (8.6) 

w, (x) dx =, (+) dy. (8.8) 

Из (8.7) и (8.8) следует, что 

Wy (=| 9, (+). (8.9) 
Согласно сказанному“в 6 3.4, 

y 

F (y) = \w(v) do. 
— с 

Подставляя сюда (8.9), имеем: 

FYy)=> \ Ws |) do. (8.10) 

Ho no (8.6) 

1 Ws ($ du = W (и) du. (8.11) 
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Сопоставляя 8.10) и (8.11), находим: 

Fy =Fe(5 | (8.12) 

Соотношение (8.12) позволяет строить функцию F (y) 
по заданной функции F,(x) графически, как показано 
на рис. 8.8. 

При наличии ограничений вероятность появления 
выходного сигнала, определяемого неравенством — © < 
< у< — с, равна нулю; если же ус, то вероятность 

| Fly) 
fae fe ae fe ee 

т
е
-
-
-
А
т
-
-
—
 

х 
| 

Рис. 8.8. Построение интегральной фуп- 
кции распределения выходного сигнала 

нелинейного элемента 

существования выходного сигнала равна единице. Поэтому 
(рис. 8.9) интегральную функцию распределения вероят- 
ностей выходного сигнала можно записать с помощью 
единичных функций (см. $ 8.1): 

Fy (у) =F (y) П (ис) — 1(и—с)] + 1(— ос). (8.13) 

Эта функция непрерывна в области —с<у<си имеет 
разрывы первого рода при и=-Е с. 

Дифференциальную функцию и,(у) распределения 
вероятностей выходного сигнала найдем как обобщенную 
производную функции F, (и): 

Wy (y) = DF, (y). (8.14) 
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Подставляя (8.13) в (8.14), получаем: 

Wy (у) =F’ (9) [1 (y--o) — 1(и— о] 
+-F(—c 6(y+c) [1—2 (2) 8 (и— с). (8.15) 

Подобным образом функции распределения вероятно- 
стей выходного сигнала могут быть найдены для любого 
вида нелинейностей. Зная 
же функции распределе- ил (к) | 
ния, нетрудно получить и 
другие вероятностные ха- 
рактеристики выходного 
сигнала (см. $ 3.4). 

Неоднозначность пре- 
образования входного сиг- 
нала, имеющая место в рас- -36 

сматриваемом ‘нелинейном 
элементе при х<— В и Рис. 8.9. Нормальное распределе- 

х>ьЬ, приводит к потере ние 
информации. Это очевидно 
из физических соображений. Зная же дифференциальные 
функции распределения входного и выходного сигналов, 
эту потерю нетрудно вычислить. 

В зоне линейного преобразования сигнала рассматри- 
ваемой потери информации нет. Поэтому искомая потеря 

1—1, —[у, (8.16) 
где [хи /y— информация входного и выходного сигналов 
в зонах неоднозначного преобразования. Поскольку потери 
информации вследствие помех здесь не рассматриваются, 
по (3.56) для фиксированного п 

х 
| 

[== — | W, (x) logaw, (x) dx any Ww (х) logs №, (x) ах. (8.17) 
—o b 

Из (8.15) 

1y=— F (—c) logeF (— с; — [1 — F(c)} loga[1 — F (©)]. (8.18) 

Потеря информации, находимая подстановкой (8.17) и 
(8.18) в (8.16), имеет место лишь вследствие нелинейности 
преобразования сигнала и является дополнительной к по- 
терям, обусловленным разного рода помехами. 

При вычислении Г, и /, бесконечные пределы интегри- 
рования можно заменять конечными, учитывая вид функ- 

301



ции №, (х). Пусть, например, входной сигнал имеет нор- 
мальное распределение 

] (x — x)? 
w (x) = F775, EXP |“, (8.19) 

где oj — дисперсия, а Хх — математическое ожидание вход- 
ного сигнала (см. рис. 8.9). В этом случае можно счи- 
тать, что вероятность появления сигнала |x| > 30, прак- 
тически равна нулю. Поэтому при интегрировании по x 
в (8.17) и (8.18) вместо —= со можно брать пределы — 3s,, 
считая, что потеря информации (8.16) будет иметь место 
в зонах 

- 

Пример. На вход нелинейного элемента, имеющего статическую 
характеристику, показанную на рис. 8.3, подан непрерывный ста- 
ционарный случайный сигнал, имеющий нормальное распределение 
при математическом ожидании, равном нулю. Найдем потерю 
информации, обусловленную нелинейностью преобразования этого 
сигнала. 

По (8.17) и (8.19) при т, =0 

3c / 
x x 

ОЙ ale x Ox 
„=-у* a exp (— 33) 105 Ах = 

b 

‚в ТБ \* b — — 0,016 + 0,56 — exp |-- > (=) + logs sy +2 | _Ф (--)|, 

где интеграл вероятностей 

2-5 
o=Vz\: 2 dt. (8.20) 

По (8.18) 

21 x? | x? 
[ =-Vil\ea |— 35. [4-ю { — Vex == 
y пс, р 2х. Bs oy V2 ; р Yay 
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Подстановка полученных выражений в (8.16) дает: 

обменный (8-6 
2 

— 0,016 + 0,56 2 exp E i (=) |. 
Ty 2 Ox 

$ 8.3. НЕЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 

В НОРМАЛЬНОЙ ФОРМЕ 

Нелинейной называется система, для которой не вы- 
полняется принцип суперпозиции. Поэтому нелинейные 
системы нельзя исследовать теми методами, которые были 
рассмотрены в предыдущих главах. Процессы в них 
гораздо разнообразнее, чем в линейных системах, а ана- 
лиз их сложнее. . 

При анализе линейных систем использовались следую- 
щие характеристики: а) переходная A(t); 6) импульсная 
w(t); в) передаточная функция W (р); г) частотная W (iw), 
причем последнюю часто задавали в графической форме 
(амплитудно-фазовые характеристики или логарифмические 
частотные характеристики). 

Каждая из этих четырех характеристик однозначно 
определяет динамические свойства линейной системы, 
т. е. знание одной из них позволяет вычислить реакцию 
линейной системы на любой входной сигнал. Этого нельзя 
сделать для нелинейной системы. Поясним этот важный 
факт примерами, для чего параллельно рассмотрим про- 
стейшие линейную и нелинейную системы. 

В качестве линейной системы возьмем безынерционное 
звено, описываемое уравнением движения 

Хе (1) = Kx (1), 

где К = сопз{, а в качестве нелинейной — так же безынер- 
ционное звено, описываемое уравнением движения 

Xq (t) = arctg x; (В. (8.21) 

Переходной характеристикой нелинейной системы, так же 
как и линейной, будем называть ее реакцию на единич- 
ный скачок. Если для линейного звена знание переход- 
ной характеристики Й (1) = 1 (Г) позволяет вычислить его 
реакцию на любой входной сигнал (свертка или переход 
к передаточной функции), то знание переходной характе- 
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ристики для рассматриваемого нелинейного звена Ay (1) = 
Tt 

— 71(¢) не позволяет, например, вычислить даже его 

реакцию на сигнал хи (1) =3.1 (1). Соответствующие пост- 
роения выполнены на рис. 8.10. Аналогично обстоит дело 
и со второй временной характеристикой линейной систе- 
мы — импульсной характеристикой. Изображение по 

Лапласу импульсной ха- 
x4 42h Sht) рактеристики — передаточ- 

ная функция — была опре- 
h(t) делена в гл. IV для ли- 

_ нейной системы как отно- | ‚1 шение изображения вы- 
ходного сигнала к изобра- 
жению соответствующего 
входного. Если формально 
распространить это опреде- 

- 77 ‚ ление на рассматриваемое 
нелинейное звено, TO пе- 

ии редаточная функция будет 
различной при разных 

- входных сигналах. Напри- 
H(t) 34(t) мер, если на вход подается 

сигнал хи! (t) == 1 (0), то 

ty №, (р) = +, a при ж (t)= 
Рис. 8.10. Характеристики линей- _. 3, | (1)  передаточная 
ного и нелинейного безынерцион- 

ных звеньев функция №, (p)==arctg 3. 
Если на вход этого зве- 
на подать сигнал x; (1)== 

] 
— (Г) с изображением pir ТО на выходе будет сигнал 

cipsinp + sipcosp 
p ) 

т. е. формальная передаточная функция будет равна 
— (ci psinp-—+ Si pcos р) р. 

Аналогично не будет отражать динамических СВОЙСТВ 
нелинейной системы формально определенная частотная 
характеристика, в линейном случае равная отношению 
комплексного спектра выходного сигнала к комплексному 
спектру соответствующего входного. 

В $ 4.1 была рассмотрена нелинейная система в виде 
электрического контура. Уравнение движения в обобщен- 

Хе (Е) = г. 1(Р) с изображением 
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ных производных, составленное для этого контура, ока- 
залось нелинейным. Тогда была произведена линеариза- 
ция, позволившая получить линейное уравнение движения 
в обобщенных производных, описывавшее процессы, 
протекающие в линейной модели рассматриваемой нели- 
нейной системы. Такой же путь исследования непрерыв- 
ных нелинейных систем обычно применяется и в более 
сложных случаях. При этом пользуются различными 
приемами линеаризации, а уравнения движения составляют 
в виде обычных дифференциальных уравнений. 

Последнее обстоятельство означает, что при составле- 
нии уравнений движения не фиксируются моменты появ- 
ления сигналов в системе, но предполагается, что эти 
сигналы действуют неопределенно давно. Согласно выяс- 
ненному в $ 3.1 это, конечно, не соответствует реальному 
положению, которое может быть в автоматической системе. 
Но следует иметь в виду, что такое представление сигна- 
лов Допускается лишь в начальной стадии исследования 
системы. Затем после линеаризации и преобразования 
дифференциального уравнения движения к операторной 
форме можно найти изображение выходного сигнала по 
Лапласу и получить этот сигнал переходом к оригиналу. 
Поскольку при этом применяется одностороннее преобра- 
зование Лапласа, находимый так выходной сигнал отли- 
чается от нуля лишь в области 1—0, как и должно 
быть, если система начинает действовать при { =0. Иначе 
говоря, если система без запаздывания, TO найденный 
выходной сигнал содержит множитель 1[(Ё). Следовательно, 
его нельзя подставить для проверки, например, в исход- 
ное дифференциальное уравнение движения. Таким обра- 
зом, от неадекватных в физической картине предположе- 
ний, сделанных в начале исследования, приходим к 
адекватному ей результату. 

Заметим, что одним из преимуществ уравнений дви- 
жения в обобщенных производных является возможность 
проверки результата исследования подстановкой получаемо- 
го выходного сигнала в уравнение движения. Кроме того, 
для преобразования уравнения движения в обобщенных 
производных к операторной форме не требуются началь- 
ные значения сигналов и их производных. Эти обстоятель- 
ства не существенны, однако, для исследования нелиней- 
ной системы с помощью дифференциальных уравнений дви- 
жения в общем виде, к которому теперь и обращаемся. 
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Будем рассматривать нелинейные автоматические 
системы, которые с достаточной точностью описываются 
системами обыкновенных дифференциальных уравнений, 
записанных в нормальной форме: 

Я = (Ь м, Xe ..., №); | 

Xe== fall, ™ aaa , Хи); | (8.22) 

в = [п (Ё, X11, Хэ, ...у Xn), ] 

здесь t — независимая переменная (время); 
X1, Х,..., А, — Неизвестные функции времени; 
fi, fe, ..., п — некоторые функции n+ | переменных, 

определяемые внутренним устройством 
автоматической системы и законами, 
которым подчиняются происходящие 
в ней процессы, а также идеализа- 
цией, применяемой при рассмотрении 
этих процессов. 

Обычно одна из неизвестных функций x; (¢) (i= 1, 2,... 
..., М) является выходным сигналом рассматриваемой 

rrr rrr rewire err rrr rrr rr rere eee eee rere rr eo 

06 [я : Const 

+ 
1 
| 
1 
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| 
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1 
-$-- 
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Рис. 8.11. Упрощенная принципиальная схема следящей 
системы 

системы. Число уравнений п называется порядком нор- 
мальной системы уравнений и порядком автоматической 
системы. 

Составим нормальную систему дифференциальных 
уравнений для следящей системы, представленной на 
рис. 8.11 упрощенной принципиальной схемой. Входным 
сигналом следящей системы является угол поворота 
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командного вала 0,. Этот сигнал 0,(Г) будем считать 
нспрерывным. Командный вал связаи с ротором задаю- 
щего однооборотного потенциометра Ry. Выходным сигна- 
лом привода является угол поворота выходного вала 6%, 
который связан с ротором принимающего потенцио- 
метра Ai, идентичного Ry. Сопротивления утечки сеток 
Кз и Ry электронного усилителя достаточно велики и, 
так как этот каскад работает без токов сетки за счет 
автоматического смещения Rs, он не нагружает током 
мост, образованный задающим и принимающим потен- 
циометрами. В анодные цепи ламп УП и /Л, включена 
обмотка возбуждения ОВ двигателя постоянного тока, 
в цепи якоря Я которого поддерживается неизменный 
во времени ток. Вал двигателя связан с выходным валом 
через редуктор Ред. На валу двигателя помещен демп- 
фер: диск, вращающийся в постоянном магнитном поле, 
обеспечивающий тормозящий момент, пропорциональный 
скорости вращения диска, за счет вихревых токов, M,= 

дв 
—= Ки dt 

При составлении уравнений движений системы из всех 
присущих ей нелинейностей будем считать существенной 
только одну нелинейную зависимость магнитного потока Ф 
от тока обмотки возбуждения двигателя i,. Принимая 
во внимание высокое внутреннее сопротивление экрани- 
рованных ламп, не будем учитывать инерционность уси- 
лителя. 

Разобьем рассматриваемую следящую систему на сле- 
дующие элементы: 

`а) задающий однооборотный потенциометр Юз (вход — 
угол поворота командного вала 9, рад., выход — потен- 
циал $, точки а; 

6) принимающий потенциометр Ry, идентичный Ry 
(вход — угол поворота выходного вала 6 рад, выход — 
потенциал $. точки В относительно той же точки, что и $1; 

в) электронный усилитель с обмоткой возбуждения 
(вход — разность потенциалов $: — $e, выход — ток воз- 
буждения Га; 

г) нелинейный элемент (вход — ток возбуждения ly, 
выход — магнитный поток Ф, вб); 

д) двигатель с приведенной нагрузкой (вход — поток 
возбуждения Ф, выход — угол поворота вала двигателя 

Ors, pad; - 
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е) редуктор (вход — угол поворота двигателя 9,,, рад, 
выход — угол поворота выходного вала 0., рад). 

Уравнения движения этих элементов при соответст- 
вующей идеализации будут иметь соответственно вид: 

а) == Kio при —«*<и< т; 
6) фа == К16% при —п< 0. < *, 

U 
где Ki= 35"; 

В) {5—5 ($1 — $3) при | 91 — $ | < Им, 

где $ — крутизна каскада, 
(— Ux, Ок) — интервал линейности усилителя; 

г) D=f(i,) при |&|<й; 
а вр, | . 

д) Л з-тв’ Е Ко at = Cyi,P при |Ф| < @® 

где Jy — приведенный момент инерции на валу двигателя; 
Си — конструктивная постоянная двигателя; 

1, — постоянный ток якоря; 

dé | do 

) = a ПРИ GE] о 
где 1, — передаточное число редуктора. 

Исключая промежуточные координаты, получим: 

150. + Куб — Сы [SK (9; — 9.) ]. 

Обозначим теперь скорость выходного вала через w и 

запишем уравнение движения привода в виде нормальной 

системы: / 

SH F (SK: (01 — 6) 

Абд 

at 

‚Ку 
b= дет Г, 

6. =, 

при || <", | |< ти [| < т. 
Последнюю систему можно переписать в виде 

. | К ] a= — pot Te Hf (SK: 4 —4)} 6.23) 

6, — w, 

при |w|<w*, [%| т, |8 | <x, 
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где 

МК, T 

Правая часть первого из уравнений (8.23) 

fat, ©, = — zo +52 =F [SKi — 6) 

является нелинейной функцией трех переменных, задан- 
ной в параллелепипеде |w|<w*, |8,|<т*, (|< 
(рис. 8.12). Заметим, что входной 
сигнал — известная функция вре- 
мени 01(1), которую считаем не- 
прерывной. 

Правая часть второго из урав- 
нений (8.23, № (Ё, 6%, ®) =® — ЛИ- 
нейная функция, которую будем 
считать заданной в том же парал- 
лелепипеде. Рассматриваемой не- 
линейной следящей системе можно 
поставить в соответствие и струк- 
турную схему, если динамические 
свойства линейных звеньев отра- 
жать, как обычно, передаточной 
функцией, а нелинейное звено ха- 
рактеризовать его уравнением Ф == 

t 

tJ 

Рис. 8.12. Область зада- 
ния правых частей урав- 
нений движения следя- 

щей системы 

—{(,) (рис. 8.13). Хотя эта структурная схема не позво- 
ляет получить. как в случае линейной системы, пере- 
даточную функцию, однако она полезна при составлении 
уравнений (8.23). 

6, g, ф [ в Г9 A, 5 WG, (и бр 
ADR | 

и, 

SD
 

у 

Рис. 8.13. Структурная схема нелинейной следящей 
‘ системы 

Выше было указано, что вид нормальной системы 
(8.22) дифференциальных уравнений зависит от идеали- 
зации, применяемой при рассмотрении процессов в авто- 
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матической системе. Действительно, при составлении (8.23) 
не только не учитывался ряд нелинейностей, но и учтен- 

т] 

_7я | 

| 
| 

Рис. 8.14. График функции 

ip) — =f (i, 

ная нелинейность идеали- 
зирована. Считалось, что 
зависимость потока Ф от 

тока возбуждения может 
быть охарактеризована од- 
нозначной функцией f (рис. 
8.14), хотя эта зависимость 
в действительности более 
сложна (рис. 8.15). 

Будем считать нели- 
нейную функцию [(4,) 

гладкой в начале координат, тогда по формуле Тейлора 

Ф (i,) =f (0) ty -+ O (is), (8.24) 

Ф (is) = Кеь + 0 (ig), 
ИЛИ 

где Кх = (0). (рис. 8.16) 

Ф | 

LZ - 

Рис. 8.15. Петля гистерезиса 

т) 

arctgKk, 

Рис. 8.16. Линеаризация нелиней- 
ной зависимости Ф = f (i,) 

Уравнения (8.23) с учетом (8.24) запишем в виде 

| b=— то - К. SK SK: (и —®) + 
M м 'p 

, + 0[SK; (6 — 8) (8.25) 
= @, 

Вводя обозначение K,SKok, р —А и пренебрегая беско- 

нечно малой O[SK, (0; — 0,)] более высокого порядка, чем 
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ЗК! (9, — 9), получим уравнения движения в нормальной 
форме для линейной модели рассматриваемой нелинейной 
системы: 

К К 
ne — —— 0. — 0 и) и) Гм at Ги 1, | (8.26) 

9, — vw, 

Характеристическое уравнение линейной модели имеет 
ВИД 

Тор —К 
Гм Гы |= 0, (8.27) 

| 0—р 

где р — комплексное число (см. гл. ПГ. Раскрывая опре- 
делитель, получаем: 

| К 
Pp Perr =0. 

Уравнение (8.26) позволяет получить передаточную 
функцию линейной модели. Действительно, переходя 
к изображениям по Лапласу, имеем (при нулевых началь- 
ных значениях): 

] К К 
р® р=— т. (р) — Fs т, 9, (р), 

рз© (р) =® (р), 
ИЛИ 

| К _ А [тя 2) тв р =— FOr (0), 8.28) 

2 (р) — р: (р) =0; 
здесь 

2 (р) == 6 (0) 
0, (р) = 0. (1), } 

О, (р) = % (0. 

Решая систему (8.28) относительно 8. (р), получим: 

К 

| Г 
9, (р) — ; ] м К 0, (р), 

р* + Гы” + Tn 

ЗИ



откуда передаточная функция 

к 
"ОР -тТьятртК. 

Наконец, передаточную функцию линейной модели 
можно получить, заменяя на структурной схеме, изобра- 
женной на рис. 8.13, нелинейное звено с уравнением 

? Ds D+K (р 

К 
Рис. 8.17. Структурная схема линейной модели следя- 

щей системы 

у
 

движения ФЬ—|(1,) линейным с уравнением движения 
. af (t 

Ф— Кей, где Ko=|, о i в) (рис. 8.17). В рассмотрен- 
В В 

ном случае нелинейность следящей системы обусловлена 
безынерционным нелинейным “lp 

звеном в ее составе. Ги 71 

Составим теперь уравне- ., 
ния движения той же следя- Lg 

-Ф* ф* Ф 

-) * 
Ls 

Рис. 8.18. Эквивалентная Рис. 8.19. График функции 
схема электронного усили- обратной к f (is) 

теля следящей системы 

щей системы с учетом инерционности усилителя. Расчле- 
нение на элементы остается тем же, но вместо элемен- 
тов 6 и г рассмотрим один нелинейный инерционный эле- 
мент (вход — разность потенциалов $; —9$ выход — 
магнитный поток Ф). На рис. 8.18 приведена эквивалент- 
ная схема электронного каскада, нагруженного обмоткой 
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возбуждения ОВ двигателя, согласно которой 

ах 
Ot + (2К:- Ra tn = p (91 — $3), (8.29) 

где & — число витков обмотки возбуждения; 
Ю; — внутреннее сопротивление лампы; 

ws — ее статический коэффициент усиления; 
Ю, — активное сопротивление обмотки возбуждения. 
Обозначим через ff! функцию, обратную f, выражаю- 

щую зависимость потока © от тока возбуждения i, 
(рис. 8.19), и положим 2Ю; —- К, =. Тогда уравнение 
(8.29) принимает вид 

a® _ 
= — EP (+E — 4) при [$1 —9$>| < ЧИь. 

Уравнения движения остальных. элементов остаются 
прежними. Исключая промежуточные координаты, полу- 
чаем уравнения движения в нормальной форме: 

d® К; К К 
а wl) a On 

“о — oma Ку 
Ф— “о 

ЛЬ Js J 
при | 

|Ф|] < Ф*, lol<o*, |6|<«т, [68|<” (8.30) 

или, вводя обозначения (8.23), . 

d® R ‚_ uk wl 

dt awl (OO) On 
dw К Г | 

Тит? Ти” ‚ (839 
40, - 
a” 

при (8.30). 
По формуле Тейлора 

=f (=F 0+ 0@=z- +0), (8.32) 

так как (|!) = я Re 
Ф 
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Пользуясь последним соотношением, ` получим уравне- 

ния движения линейной модели: 

qo PA g 4 PAL g | 
dt око ш BT wy ob 

dw _ Кд | i 
di Ти го Ty Ww, » (8.33) 

40. 
dt" 

Характеристическое уравнение этой линейной системы | 
К с учетом =Кь Ts 

| kK, —т.-Р 0 —= 

Кд | | —0 

т Ty? 
0 ] 0—р 

Раскрывая определитель, получим: 

| | КК 1 

тя РР) Минь mw 

HJIH © 

т pt =0, (8.34) PUT, UT )P UTP, P Tyr =? 

__ Uk K. Тв 

Me Di, 
ou р 2 we 

Найдем передаточную функцию линейной модели, для 
чего в (8.33) перейдем к изображениям по Лапласу: 

| — | 

2 (р) — pO, (р) =0. 
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Отсюда 

| wk 
TP ° и 

Ky i 0 

0 ] 0 

Тв. м 

№: 
T mi Ти? ° 

0 | —p 

PAK 

Pulp _ 

p? pKiKy ae +p) + тат: А. 
К 

~ ГыТьР" + (Г, Ты)" РК, 

Рассмотренные примеры показывают, как по уравне- 
ниям движения линейной’ модели в нормальной форме 
получить ее передаточную функцию. Рассмотрим обрат- 
ную задачу. Пусть уравнение движения линейной системы 
для непрерывного входного сигнала имеет вид 

Tus ре | (Ть + Ты) Gat + -- КК. 
Запишем уравнения движения данной системы в нор- 

. | 49. 
мальной форме. Для этого введем обозначения -* = ® 

dt 
d*0, 
ae ==, é, после чего можно написать нормальную систему 

трех дифференциальных уравнений первого порядка, рав- 
HOCHJIBHYIO одному исходному уравнению третьего по- 

рядка: 

4 (11 _К_ 
а (гит. ATR ®— Tah t Tate 65 

| (8.35) 
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Системы дифференциальных уравнений (8.33) и (8.35) 
описывают динамику одной и той же автоматической 
системы, но так как в первом случае в качестве обоб- 
щенных координат выбраны поток Ф, скорость выходного 
вала » и его угол поворота 0., а во втором — ускорение 
выходного вала в, его скорость ® и угол поворота 4, эти 
системы дифференциальных уравнений различны, хотя их 
характеристические уравнения совпадают. Действительно, 
характеристическое уравнение системы (8.35) 

ИИ К 
T_T? ТТ ~ Tule 

0 ] 0 —р 

Раскрывая определитель, имеем: 

что совпадает с (8.34). 

. Примеры. 1. Будет ли устойчива линейная система, если урав- 
нения движения ее имеют вид 

ах | ~ 

a ^^^ 

dy 
= - 1, | 
42 
ЯЕЕУ-2- $, 

где x, у, 2 — обобщенные координаты системы; 
$ — входной сигнал — непрерывная функция времени. 

Характеристическое уравнение имеет вид 

—l-—p 0 | 

| 0 | —l—p 

ИЛИ 

([—1 — p)(—2—p)(—1 —p) -П-р)=0. 

Вынося общий множитель (1- р), получим: 

(1 + p) (р + dp - 3) =0. 
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3 
Корни характсристического уравнения р! == —1, раз = — 5. + 

Уз = —>— имеют отрицательные вещественные части. Следовательно, 

данная линейная система устойчива. 
2. Найдем передаточную функцию автоматической системы 

примера 1, считая выходным сигналом обобщенную координату х. 
Переходя к изображениям по Лапласу, получим систему трех 

алгебраических уравнений: 

(—1 —p) Х(р) 2 (р) =0, | 
(—2—p) Y(p)—Z(p)=0, (8.36) 
У (р) + (—1 —p) Z (р) =— S (p). ] 

Отсюда 

0 0 1 

0 —2-р — 

x 1 —1 — 2 
и = —T—p 0 —Р НИЕ: 

0 —2-—p —l 

0 | —l—p 

3. Решим задачу, сформулированную в примере 2, но считая 
выходным сигналом обобщенную координату у. 

Решая (8.36) по правилу Крамера, получим: 

—l—p ‘0 | 

0 0 — 

р. (p) =P) — 0 —1 —l-p|_ p+ 

у $ (р) p> + 4p? + 6p + 3 p® + 4p? + бр + 3 ° 

$ 8.4. ФАЗОВОЕ ПРОСТРАНСТВО `АВТОНОМНОЙ СИСТЕМЫ 

Автоматическая система называется автономной, если 
в ее уравнения движения явно не’входит время {. 

Xi =f (%1, Xa, ..., Xn) | 

Ха — | (хт, №, ..., Xn) (8.37) 

= (м, Xa, ’ Xn) J 

Например, если для следящей системы, рассмотрен- 
ной в $ 8.3, входной сигнал 0; (1) равен нулю, то привод 
автономен. Действительно, полагая в (8.31) 6; (1 =0, 
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получим: 
d® R -. K ] 

= el) о Oy, 
dw Кд 1 | 

тнг Ти ®, (8.38) 
dé, 

a: 

Здесь правые части уравнений являются функциями 
обобщенных координат Ф, в, 65 и явно от времени не 
зависят. 

Для обозрения возможных движений автономной си- 
стемы, т. е. решений системы (8.37), удобна кинемати- 
ческая интерпретация этой системы. Рассмотрим сначала 
автономную систему первого порядка: 

£—f (x). (8.39) 

Будем считать, что это уравнение определяет движение 
точки, называемой изображающей точкой системы, по 

4 

| —\e 

to 04-7  totk tyt0—  tytlex т 

a“ и 

` 

Рис. 8.20. Интегральные кривые уравнения 
Хх =—х 

прямой, являющейся числовой осью. В каждой точке 
этой прямой с координатой х уравнение (8.39) определяет 
скорость изображающей точки по величине и направле- 
нию. Данную прямую называют фазовой прямой системы. 

Всякое решение x= x(t) уравнения (8.39) определяет 
движение изображающей точки по фазовой прямой, при 
котором она прочерчивает фазовую траекторию на этой 
прямой. Например, общее решение уравнения x% == — x 
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есть х== Се". На рис. 8.20 показаны интегральные кри- 
вые, определяемые этим общим решением. Фазовой пря- 
мой является ось ординат. Если изображающая точка 
в какой-то момент времени находится в точке а, то в даль- 
нейшем она движется по оси ординат, асимптотически 
приближаясь к началу координат. Причем характер этого 
движения изображающей точки по фазовой прямой не 
зависит от того, началось ли это движение в момент fo 
или в момент &--с. Если движение изображающей точки 
началось в момент fo, то ее фазовая траектория соответ- 
ствует интегральной кривой /, если это движение нача- 
лось в момент fy-+-c, то эта же фазовая траектория соот- 
ветствует интегральной кривой 2.`В обоих случаях изо- 
бражающая точка из точки 
а в точку 6 попадает за — 
промежуток времени &. Если 

изображающая точка в Ha- р, 8.21. Фазовая прямая 
чальный момент будет поме- уравнения № =— x 
щена в точку О, то она будет 
находиться там и в дальнейшем. Точка О является целой 
фазовой траекторией, называемой илочкой покоя. Этой 
фазовой траектории соответствует интегральная кривая, 
совпадающая с осью абсцисс. Таким образом, в данном 
случае фазовая прямая (рис. 8.21) разбивается на три 
фазовые траектории: два интервала (— со, 0), (0, + со) и 
точка О. Заметим, что эти фазовые траектории не пере- 
секаются. Изображающая точка, двигаясь по траектории 
(— со, 0), никогда не попадет в точку О; это хорошо 
видно на рис. 8.20. 

Пусть теперь правая часть (8.39) является функцией, 
график которой изображен на рис. 8.22. На этом же 
рисунке проведено разбиение фазовой прямой на траек- 
тории. В точках О, `хи, x. функция | (x) обращается в нуль, 
т. е. в этих точках скорость изображающей точки — нуль. 
Поэтому точки О, x, хз являются точками покоя. На 
интервале х!, X2 функция f (x) положительна, и, следова- 
тельно, скорость изображающей точки направлена здесь 
в сторону возрастания x. На интервале О, x, функция | (x) 
отрицательна, и, следовательно, скорость изображающей 
точки направлена в сторону убывания х. Аналогично 
определяется направление движения изображающей точки 
на других участках фазовой прямой. На рис. 8.22 это 
направление указано стрелками. Здесь такие фазовые 

‘ 

— 
—— 

<
 

¢ 

x 

319



траектории не пересекаются. Так, изображающая точка, 
двигаясь по участку траектории 7, будет как угодно 
близко приближаться к участку // (точка О), но никогда 
не попадет в точку О. Это следует из теоремы существо- 
вания и единственности решения, условия которой для 

F(x) | 

0 |2 2 | = 

| | 
| | | 
| | | 

1 ПШШ 7 и ип Xx 

Рис. 8.22. Фазовая прямая дифференциаль- 
ного уравнения xX = f (x) 

уравнения (8.39) выполнены, так как [ (x) непрерывна и 
обладает ограниченной производной (рис. 8.22). Заметим, 
что характер фазовых траекторий в окрестностях точек 
покоя О и x, различен. На основании этого в следующем 

oh параграфе будут сделаны важные вы- 
2 ВОДЫ. 

Рассмотрим теперь автономную ав- 
томатическую систему второго поряд- 

—— Ka и дадим ее уравнениям движения 
X . 

' X= fi (51, Хз), 
. (8.40) 

. Xq== fa (%1, Хз) 

JZ кинематическую интерпретацию. Бу- 
Рис. 8.23. Фазовая Дем считать, что уравнения (8.40) оп- 

траектория ределяют движение точки, которую 
также будем называть изображаю- 

щей, на плоскости (хи, хз) (рис. 8.23). При этом первое 
уравнение в каждой точке с координатами хи, х. этой пло- 
CKOCTH, называемой фазовой плоскостью, определяет про- 
екцию вектора скорости изображающей точки на ось абс- 
Цисс X41, а второе уравнение --на ось ординат хо. 

Таким образом, система (8.40) на фазовой плоскости 
определяет поле скоростей, которое с течением времени 
не меняется, так как | и fg от времени не зависят в силу 
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автономности системы. Каждому решению 

Ж = (1), 
Ха = x (1) 

системы (8.40) ставится в соответствие движение изобра- 
жающей точки, задаваемое уравнениями (8.41). Траекто- 
рия, прочерчиваемая изображающей точкой при этом дви- 
жении, называется фазовой траекторией, так что (8.41) 
являются параметрическими уравнениями фазовой траек- 
тории. Связь между кинемати- 
ческой интерпретацией системы 
(8.40) и ее решением (8.41) со- 
стоит в том, что скорость дви- 
жения изображающей точки по 
фазовой траектории в каждый 
момент времени совпадает со 
скоростью, заданной системой 
(8.40) в том месте плоскости, где 
в этот момент находится изобра- 
жающая точка. Характер дви- 
жения изображающей точки по 
фазовой траектории не зависит Рис. 8.24. Маятиик 
от момента времени, в который 
это движение началось в силу автономности системы. 
Заметим, что если выполнены условия теоремы сущест- 
вования и единственности решения для системы (8.40), 
то фазовые траектории не пересекаются. Фазовая пло- 
скость, заполненная всей совокупностью фазовых траекто- 
рий, образующей наглядную картину возможных движе- 
ний автономной системы (8.40), называется фазовым порт- 
ретом этой системы. 

Построим для примера фазовый портрет маятника, 
изображенного на рис. 8.24. Уравнение движения маят- 
ника без учета трения в оси имеет вид 

(8.41) 

d*a 
J dt — M, 

rye J = mil? — момент инерции маятника, 

М = — mgl шо — момент силы тяжести относительно оси 

подвеса, 

т — масса шара; 
[ — длина штанги подвеса; 

а — угол, отсчитываемый от вертикали 
против часовой стрелки. 
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Вводя угловую скорость w в качестве второй обоб- 
щенной координаты, получим уравнения движения в нор- 
мальной форме: 

— 4а __ 

di °” 
log (8.42) 
at = — т Sin @. 

Дифференциальные уравнения фазовых траекторий 
получим делением второго уравнения (8.42) на первое: 

` dw = sin a 

[ о 
“ 

Разделяя переменные в последнем уравнении и инте- 
грируя, имеем: 

w? = “8 cosa-+C, (8.43) 

здесь С — постоянная интегрирования. Уравнение (8.43) 
описывает однопараметрическое семейство фазовых траек- 
торий с параметром С. Чтобы представить себе ход этих 
кривых, запишем (8.43) в виде 

w=+Vcosa+C, (8.44) 

2 
полагая для простоты “8 = |. Из (8.44) видно, что пост- 

роение достаточно провести для верхней полуплоскости 
фазовой плоскости, учитывая перед корнем знак плюс. 
Картина в нижней полуплоскости является «зеркальным» 
отражением верхней полуплоскости в оси абсцисс. На 
рис. 8.25 проведено построение для верхней полуплос- 
кости, а на рис. 8.26 приведен весь фазовый портрет. 
Направление движения изображающей точки определяется 
из (8.42). В верхней полуплоскости ® > 0 и х возрастает, 
в нижней полуплоскости «< 0, а a убывает. Фазовые 
траектории (2*А, 0), где k=O, “1, #2, ... являются 
точками покоя, причем фактически они отвечают одному 
и тому же состоянию маятника. Аналогично, точки покоя 
(kr, 0) по существу все совпадают. Избежать такой много- 
значности можно, рассматривая в данном случае движе- 
ние изображающей точки не по плоскости, а по поверх- 
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ности прямого кругового цилиндра. Замкнутая траектория 3 
соответствует периодическим колебаниям маятника около 

cosa +l } 

Dee 

2 

( 
-2п т Юл 2 ak 

ao
 

Рис. 8. 25. Построение фазового портрета маятника 

положения равновесия (0, 0). Фазовая траектория / соот- 
ветствует вращению маятника против часовой стрелки, 

Рис. 8.26. Фазовый портрет маятника 

а фазовая траектория. 2 — вращению маятника по часовой 

стрелке. Заметим, что точку покоя (0, 0) по виду фазовых 
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траекторий в ее окрестности называют точкой покоя типа 
«центр». Точку покоя (п, 0) называют точкой покоя типа 

| «седло». Фазовые траектории, при- 
мыкающие к точке покоя типа «сед- 
ло», называются сепаратрисами. 
Фазовые траектории в окрестности 
точки покоя имеют большое значе- 
ние в вопросах, рассматриваемых 
в следующем параграфе. Рис. 8.26 
показывает, что фазовый портрет 
дает возможность наглядно пред- 
ставить все многообразие движе- 
ний автономной системы второго 
порядка, зависящее от начальных 

Рис. 8.27. Точка покоя значений. 
типа «узел» . 

В случае автономной системы 
п-го порядка (8.37), ее кинемати- 

ческая интерпретация может быть дана в п-мерном про- 
странстве. 

у 

Примеры. 1. Известно, что в начальный момент & угловое 
положение маятника (см. рис. 8.24) а =0. Какова должна быть 
скорость маятника при fy, чтобы он совершал вращательное движс- 

ние против часовой стрелки (считать, что 126 ? 

Из рис. 8.26 получаем: ® > V2. 
2. Решим предыдущую задачу, если в момент & угол а == т. 
Ответ: o >> 0. 
3. Построим фазовый портрет линейной автономной системы: 

ах __ 

ae (8.45) 
dy _... у 

at 

Дифференциальное уравнение фазовых траекторий имеет вид 

Разделяя переменные и интегрируя их, получим что фазовыми 
траекториями служат: начало координат, полуоси координат и полу- 
параболы (рис. 8.27). Направление движения изображающей точки 
по фазовым траекториям определяется из (8.45). 
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$ 8.5. УСТОЙЧИВОСТЬ НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 

Рассмотрим уравнения движения (8.40) автономной 
системы второго порядка. Решения этих уравнений, отве- 
чающие состояниям равновесия автоматической системы, 
находятся из конечных уравнений 

Й (№1, №) =0, 

fa(%1, №) ==0. 

Система конечных уравнений (8.46) может быть решена 
графически (рис. 8.28). На этом рисунке показан случай, 
когда (8.46) имеет три решения: 

Х1 = а, Ж =С, 1 =А, 

Ха = В, Ха = и Ха =. 

(8.46) 

Эти три решения определяют на фазовой плоскости 
(8.40) три точки (а, 6), (с, а). и (A, 1), в которых вектор 

Ах, ]=0 

(хх, )=0 

5 *2 | 

C/ 

Vo : 414) *@,›х›=0 
a 

Рис. 8.28. Графическое решение Puc. 8.29. Определение точ- 
системы уравнений для определе- ки покоя линейной систе- 

ния точек покоя МЫ 

скорости изображающей точки равен нулю, т. е. это — 
три точки покоя системы (8.40). Если система линейна 
и имеет вид 

Xy = 1% + Q19X9, 
(8.47) 

Хз — AX -- Qg2Xo, 

Q11 Q1 
TO |B практически интересном случае |0, д, 52 0] она 

имеет только одну точку покоя 0, 0 (рис. 8.29). 
Рассмотрим. например, маятник (см. рис. 8.24), име- 

ющий уравнения движения (8.42). Точки покоя опреде- 
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ляются из системы уравнений 

Е та =0, 

@ — 0. 

Отсюда х=<кА; ® =0 (R=), +1, +2, ...). 
В предыдущем параграфе было показано, что это 

множество решений отвечает, по существу, двум положе- 
ниям равновесия маятника (0, 0) и (т, 0) (рис. 8.30). 
Из опыта известно, что первое положение равновесия 
будет наблюдаться ‘в реальной системе, тогда как второе 
не будет наблюдаться даже приближенно. Этот пример 
показывает, что среди точек покоя, найденных из (8.46), 

Аи. \ 

и 
^ Рис. 8.30. Положения равновесия маят- 

ника 

могут оказаться «фиктивные», т. е. ненаблюдаемые в реаль- 
ной системе даже приближенно. Для выяснения «фиктив- 
ности» точки покоя не всегда возможно обращение к опыту, 
как в случае маятника. Желательно получить ответ на 
этот вопрос из анализа системы уравнений (8.40). 

Рассмотрим фазовый портрет маятника (рис. 8.26) и 
выясним, какие свойства фазовой траектории т, 0 o6yc- 
ловливают ее физическую нереализуемость. Равновесие т, 0 
отвечает начальным значениям а=к, w==0 при =. 
Если начальные значения будут незначительно отличаться 
от указанных, что всегда имеет место в реальной системе, 
то изображающая точка в момент $ = будет находиться 
близко к точке т, 0, но, как видно из рис. (8.26), эта 
близость не сохранится при ft >fy. Характер фазовых 
траекторий в окрестности точки (0, 0) таков, что если 
изображающая точка в момент # = находится близко 
к точке 0, 0, то и при ¢ >t) она будет вблизи этой 
точки. Точку покоя 0, 0 называют устойчивой, а точку 
к, 0 — неустойчивой. 
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Дадим точное определение устойчивости точки покоя. 
Для этого заметим, что если рассматриваемая точка покоя 
расположена не в начале координат фазовой плоскости, 
то всегда можно перейти к новой системе координат 
с началом в этой точке. Действительно, если a, В точки 
покоя системы (8.40), то, сделав в ней замену переменной 

ж==у На, 

X= + 5, 
получим: 

I =fi (Yi +4, 5) 
= (и +a, РО} 

ИЛИ 

Yi = Bi (И, Ys) (8.48) 
Ya = 82 (ут, Y2) 

Система (8.48) имеет точку покоя 0, 0. Движение 
И —=0, у. =0 назовем незозмущенным движением. Оно OT- 
вечает начальным значениям и! =0, у, =0 при t = fy. Началь- 
ные значения и =, у:==8,, из которых по крайней 
мере одно не равно нулю, назовем возмущенйями, а `дви- 
жения (8.48), отвечающие этим начальным значениям, — 
возмущенными движениями. 

Невозмущенное движение и: =0, у, =0 называется yc- 
тойчивым no Ляпунову, если по любому ¢ >0 можно 
подобрать 8`>0 такое, что для всех возмущений, удов- 
Летворяющих неравенствам 

15: [= 5, 

|8 |= 8, 

возмущенное движение и: == и, (#), у. = (Р) будет удовле- 
творять неравенствам 

InNn@i<e, |1(0]<е 
при любом {> to. Если, кроме того, будут иметь место 

равенства 

lim y, t) =O, 
#2 со 

lim ys (t) =0, 
t—+0o 

то говорят, что невозмущенное движение асимптотически 
устойчиво. 
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В соответствии с определением точки покоя II и VI 
на рис. 8.22 устойчивы, и эта устойчивость асимптоти- 
ческая, точка покоя’ IV неустойчива. Точка покоя Ha 
рис. 8.27 неустойчива. Точка покоя 0, 0 на рис. 8.26 
устойчива, но не асимптотически. Определение устойчи- 
вости точки покоя непосредственно распространяется на 
системы п-го порядка. 

» 

Рис. 8.31. Фазовый портрет системы, 
устойчивой в целом 

Дадим теперь определение устойчивости системы. Авто- 
матическая система называется устойчивой, если она обла- 
дает одним положением равновесия и STO положение 
равновесия устойчиво. 

Линейная автоматическая система имеет одно положе- 
ние равновесия. Это положение равновесия асимптотически 
устойчиво, если все корни характеристического уравнения 
системы имеют отрицательную вещественную часть (см. 
$ 6.1). Если нелинейная система такова, что для нее 
можно построить линейную модель (см. $ 8.3), то асимпто- 
тическая устойчивость линейной модели , свидетельствует 
об устойчивости нелинейной системы, и из неустойчи- 
вости линейной модели следует неустойчивость нелиней- 
ной системы. Если характеристическое уравнение ли- 
нейной модели имеет часть корней на мнимой оси, а 
остальные — в левой полуплоскости, то суждение об устой- 
чивости нелинейной системы по первому приближению не- 
возможно. 
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Назовем область фазового пространства областью при- 
тяжения точки покоя, если изображающая точка из 
любой точки этой области асимптотически приближается 
к точке покоя. Автоматическая система, все фазовое про- 
странство которой есть область притяжения единственной 
точки покоя, называется устойчивой «в целом». На рис. 8.31 
приведен фазовый портрет системы второго порядка, устой- 
чивой «в целом». Если линейная система асимптотически 
устойчива, то это значит, что при достаточно малых воз- 
мущениях равновесие в системе восстанавливается, HO 
тогда по принципу суперпозиции это положение равновесия 
восстанавливается при любых возмущениях. Таким обра- 
зом, асимптотически устойчивая линейная система всегда 
устойчива «в целом». Для нелинейных систем устойчивость 
означает только то, что равновесие восстанавливается при 
достаточно малых возмущениях. 

Примеры. 1. Исходя непосредственно из определения, выяснить 
устойчивость нулевого решения системы [8.2]: 

ах 

ау _ 
a. . 

Общее решение имеет вид 

x= хе” ®, 

у= уе“. J. 

Ясно, что при всех #>0 будут выполняться неравенства 

7 Же < в, | pet] <e, 
если 

|Xol<e, 1У|<.. 

Следовательно, нулевое решение устойчиво, и эта устойчивость 
асимптотическая, так как 

t+-+0 

lim y,e =0. 
[> - со 

2. Выяснить устойчивость точки покоя т, 0 системы 

dae 
dt 

dw 

dt 

W, 

= — sina, 
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Выполним замену переменных: 

а=х т, | 

Таким образом, заменой переменных задача сведена к исслсдо- 
ванию точки покоя 0, 0 для системы 

ах _ 
= 
а xe x5 
Josnx=x-P+e—.. 

Линейная модель последней системы 

ах 

dt — У, и 

dy _ 
dt 

имеет характеристическое уравнение 

— ] p | —0 

1 -—р 
ИЛИ 

p?>—1=0. 

Один из характеристических корней p=1 расположен в правой 
полуплоскости, и, следовательно, точка покоя неустойчива. 

3. Выяснить устойчивость точки покоя 0, 0 системы примера 2. 
Линейная модель будет иметь вид 

da _ _ 

Характеристическое уравнение 

—1 —p =0 

имеет корни р, =1, р; = — i. Никакого заключения об устойчивости 
точки покоя 0, 0 рассматриваемой нелинейной системы здесь сделать 
нельзя. Вид фазовых траекторий в окрестности точки О0, O (см. 
рис. 8.26) говорит 06 устойчивости этой точки. Эта устойчивость 
не является асимптотической, 
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$ 8.6. АБСОЛЮТНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ 

Рассмотрим автономную автоматическую систему, урав- 
нения движения которой имеют вид 

X= аи! + аз... Ainky + 6,9 (3), | 

Ха — Ay Xx —- Яо —- ... + QenXn —- bap (s), 
a ео 4 (8.49) 

Xn — An X + Any + eee +- AnnXn —- bn? (<), | 

© — С! +. СоХо aL ... —- СХ, } 

т. е. отличаются OT линейных с постоянными коэффициен- 
тами наличием аддитивно входящей нелинейной функции 
ф (<) линейной комбинации обобщенных координат систе- 
мы [8.1]. 

Будем считать, что график функции $ (3) непрерывной 
и определенной для всех вещественных с лежит между 
прямыми, проходящими че- 

рез’ начало координат с 
угловыми коэффициентами 
ki u ky (рис. 8.32), т. е. 

в <) 4, (8.50) 
б 

Так как $ (0) =0, 

х—0 — (8.51) 
(1—1, 2..4 n) 

является решением систе- pyc, 8.32. Графическая интерпре- 
мы (8.49), будем изучать тация неравенства (8.50) 
устойчивость этого реше- 
ния, определяющего положение равновесия автоматиче- 
ской системы. 

Система (8.49) называется абсолютно устойчивой в оп- 
ределяемом (8.50) угле [А, №], если ее решение (8.51) 
устойчиво «в целом» при любом выборе функции $ (5), 
удовлетворяющей условию (8.50). Покажем, что вопрос 
об абсолютной устойчивости системы (8.49) в угле [А1, Ao] 
при наперед заданных числах А! и А, можно свести к воп- 
росу об абсолютной устойчивости системы в угле [0, А], 
где R=A,— A. Для этого в (8.49) выполним подстановку 
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ф1 (5) = 9 (5) — Рио: | 

Х1 = Ay Xy + аз 4-2. by X, + by ($1 (с) + y9), 

Ха == Aux + Qe9X9 +. ... -- QanXn + ba ($1 (s) +- k,9), | 

Ky == ам + аа +... AnnXn + On ($1 ($) + Аи). | 

Учитывая, что F== CX, + CoXg+...1C,X,, приводим эти 
уравнения к виду 

Хх = (Qi -—- 1 61с1) x1 +. (Ay. +- ki biC3) Хх? + ... | 

vee (Gin А161Сл) Xn + 519; (9), 
Ха == (Au —- hyboc;) x4 —- (Ae - Е1бьсз) ха... 

weet (dan + А1бэси) Xn + bays (9), | 8.52) 

weet (Ann + R1OnCn) Xn + On¥1 (2), 

в — CX; i CoX9 —- ... i CrXn-. 

Мы получим систему того же типа, что и (8.49), HO если 
ф (<) удовлетворяет условию (8.50), то и $: (5) удовлетво- 

ряет условию 

о 2) _ 2, <h,—h =k. 
б 

4 

Выше предполагалось, что А; и Ay числа. Если ky == со, 
а А, — конечное число, то В ==со. Если А! = — со, а 4 — 

конечное число, то нужно вы- 
$0) 6 полнить другую подстановку 

01 (5) = kos —ф (a), которая 
рб) приводит к предыдущему слу- 

чаю. Наконец, остается не- 
рассмотренным случай, когда 
ky —= — 00, а Аз = -|- со. Но в 

Рис. 8.33. Графическая интер- 9TOM случае задача об абсо- 
претация неравенства лютной устойчивости решает- 

ся сразу и притом с исчер- 
пывающей полнотой. Ника- 
кая система типа (8.49) не 

является абсолютно устойчивой в угле [— со, + оч]. 
Действительно, абсолютная устойчивость в угле [— со, 
-- co] есть устойчивость при любой непрерывной функции 
ф ($), удовлетворяющей условию ф (0) =0, в частности 

05 = 
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при линейной ф (с) = йв. Но система (8.49) при ф (s)he 
и очень больших по абсолютной величине положительных 
и отрицательных й не может быть одновременно устойчива. 
Таким образом, не ума- 
ляя общности, можно рас- 
сматривать задачу 06 ad- 
солютной устойчивости в 
угле [0, А] (рис. 8.33). 

Системе (8.49) можно 
поставить в соответствие 9216) 
структурную схему, изоб- 
раженную на рис. 8.34, . 
т. е. линейное звено с вхо- РИС 8.94. структурная (8.49). He 
дом у и выходом — 0, OX- 
ваченное нелинейной об- 
ратной связью. Это линейное звено будем называть 
линейной частью системы (8.49). Найдем передаточную 
функцию \ (р) линейного звена, показанного на этой 
схеме. Обозначим y==¢9(s) и перейдем в (8.49) к изобра- 
жениям по Лапласу: 

(р— a1) Х: — аз Хз — :..— AinXn = HY, 

— ан ХР (p — а») Хз—...— аж = bY, 

Ce ee ee ee ` (8.53) 
— Ani Xn — аз Х—...- (P — Ann) Xn==bilY, 

1X1 Xe... enXn— L= 0. ) 

Здесь X;==x,;(i=1, 2, ..., п), У=ви У =. 
Решим систему’ (8.53) относительно — У; 

P, Y ри, 

w/p) — 

| i) <
 

) 

где 

р— а! —а1а... — аш 0 р — а11! — @1°... ат 

— Ay р — а»... — Ay, 0 — Agi р — аз... — Aan 

Pa(p)= ооо ооо @ М ооо оо о © # © о 

— Ay р — Ay... — Ayn be 
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Таким образом М (р) =Р, (р)/Р. (р). Если система 
(8.49) абсолютно устойчива в угле [0, k], т. е. ee реше- 
ние (8.51) устойчиво «в целом» при любой непрерывной 

ф (<), удовлетворяющей неравенству ор, то она 

устойчива при ф (с) ==0. Так как при этом (8.49) яв- 
ляется линейной системой 

XS AX + а ... He атха, | 

Xq == ах! -- аз --... - ах, | (8.54) 

р
 

Я —= ах + Anoka... 1 AnnXn | 

с характеристическим уравнением Р. (р) =0, корни этого 
уравнения лежат в левой полуплоскости. 

Рассмотрение абсолютно устойчивой системы (8.49) 
в угле [0, А] при линейных характеристиках ф (5) = с и 

к an 4 =00 и=0 
Ч 

Игги. УИ’ 

Рис. 8.35. Амплитудно-фазовая характе- 
ристика второго рода линейной части 

системы (8.49) 

применение критерия Найквиста позволяет получить сле- 
дующее необходимое условие абсолютной устойчивости. 

Если система (8.49) абсолютно устойчива в угле 
[0, А] (рис. 8.34), то амплитудно-фазовая характеристика 
второго рода ее линейной части не пересекает действи- 

тельную ось между — со и точкой —-, включая эту 

точку (рис. 8.35). 
Действительно, из абсолютной устойчивости системы 

(8.49) в угле [0, А] следует ‘устойчивость линейной си- 
стемы со структурной схемой, изображенной на рис. 8.34, 
при любом коэффициенте усиления h, удовлетворяющем 
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условию 
О—=й-= А. (8.55) 

Передаточная функция разомкнутой системы (8.53) 
равна AW (р) и по критерию Найквиста годограф век- 
тора AW (iw) пересекает отрезок действительной оси левее 
точки —1, О четное число раз при любом A, лежащем 
между О ил (8.55). Далее ясно, что это четное число 
есть нуль, так как если при №(0< № =) годограф 
вектора Й (iw) пересекает вещественную ось левее 
точки —1, 0, например, два раза, то при некотором 
(0 << №) годограф вектора № (iw) будет иметь 

тв И (14) 

Wlio) hyW(io) 

Rehwitw) 

Рис. 8.36. К доказательству необходи- 
мого условия абсолютной устойчивости 

одно такое пересечение (рис. 8.36). Из того что годо- 
граф вектора kW (iw) не пересекает действительную ось 
левее точки —1, 0, следует, что годограф вектора W (iw) 

—т, 0. 

Румынский ученый В. М. Попов получил достаточ- 
ные условия абсолютной устойчивости, которые можно 
сформулировать в графической форме, аналогичной форме 
вышеизложенного необходимого условия. Введем в рас- 
смотрение видоизмененную частотную характеристику 
линейной части системы (8.49): № * (iw), определив ее pa- 
венствами | 

не пересекает ее левее точки 

Re W * (iw) = Re W (iw), 

Im W* (iw) =o Im (1). (8.56) 

Годограф вектора W* (iw) назовем видоизмененной 
амплитудно-фазовой характеристикой линейной части си- 
стемы (8.49). Так как видоизмененная амплитудно-фазо- 
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вая характеристика пересекает действительную ось в тех 
же точках, что и амплитудно-фазовая, то необходимое 
условие - можно сформулировать так. Для абсолютной 
устойчивости системы (8.49) в угле [0, Е] необходимо, 
чтобы видоизмененная амплитудно-фазовая характери- 
стика не пересекала отрезок действительной оси от — со 

] 
до —-. Если теперь предъявить более жесткие требо- 

вания к виду видоизмененной амплитудно-фазовой харак- 
теристики, то получим следующие достаточные условия 

ImW (iw) абсолютной устойчивости 
A системы (8.49) в угле [0, А], 
и которые приводятся здесь 

без доказательства. [8.1]. 
Чтобы имела место аб- 

! солютная устойчивость си- 
стемы (8.49) в угле [0, A], 

—, Достаточно, чтобы ee ли- 
Кем) нейная часть была устой- 

чива и чтобы в плоскости 
W * (iw) можно было прове- 
сти прямую через точку 

Ги, 

QO так, чтобы видо- k ) 

измененная — амплитудно- 
Рис. 8.37. Видоизмененная ампли- фазовая характеристика 
тудно-фазовая характеристика ли- ve 
нейной части системы (8.49), Линеиной части вся лежа- 

абсолютно устойчивой в угле ла строго справа от этой 
прямой. Вышеуказанную 

прямую будем называть прямой Попова, а точку W* (i co) 
не будем причислять к точкам видоизмененной ампли- 
тудно-фазовой характеристики, так что эта точка может 
быть расположена на прямой Попова. 

На рис. 8.37 показан случай амплитудно-фазовой ха- 
рактеристики, в котором выполнены достаточные условия 
абсолютной устойчивости в угле [0, Е] в предположении, 
что полюса Ш (р) лежат в левой полуплоскости. На 
рис. 8.38 показан случай, когда необходимое условие 
выполнено, а достаточное условие абсолютной устойчи- 
вости в угле [0, &] не выполнено. Но если полюса W (р) 
лежат в левой полуплоскости р, то выполнены достаточ- 
ные условия Попова в меньшем угле [0, Ai] (Е, <A). Этот 
пример показывает, что не имеет смысла говорить просто 
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об абсолютной устойчивости, можно говорить об абсо- 
лютной устойчивости в каком-то угле. 

Если передаточная функция У (р) линейной части 
системы (8.49) имеет один нулевой полюс, а остальные 
полюса расположены в Левой полуплоскости, то система 
(8.49) не является абсолютно устойчивой в угле [0, A], 
так как она не является устойчивой при ф (sc) ==0. В этом 
случае можно ставить вопрос об ее устойчивости в угле 
[e, А], где е— сколь угодно малое положительное число. 

u*Ww) | 

ГИ) 
-0,5 

u*(w) 

Re W *(iw) 

Рис. 8.38. Видоизмененная ампли- Рис. 8.39. Видоизме- 
тудно-фазовая характеристика ли- ненная  амплитудно- 
нейной части системы (8.49), не фазовая  характери- 
являющейся абсолютно устойчи- стика и прямая Попо- 

вой в угле [0,К] ва для примера $ 8.6 

В случае когда характеристическое уравнение системы 
(8.49) имеет один нулевой корень, а остальные корни — 
в Левой полуплоскости р, для абсолютной устойчивости 
этой системы достаточно, чтобы амплитудно-фазовая ха- 
рактеристика ее линейной части удовлетворяла следую- 
щим условиям: 

lim Im W (iw) =— co 

ИЛИ 

Im W* (iw) < 0, 

видоизмененная амплитудно-фазовая характеристика 

линейной части лежит строго справа от прямой- Попова, 
. | 

проведенной через точку ([-=, 0} в плоскости W * (iw). 
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Пример. 
Является ли система 

ХА = — X, + Xp; 

Xs —_—_e 2X9 — Xs, (8.57) 

Ny =X НХ — X3—9 (41) 

абсолютно устойчивой в угле [1, 3]? 
Выполним подстановку ф, (X,) = (х,) —х., которая сводит 

задачу к исследованию в угле [0,2] абсолютной устойчивости 
системы 

X= — X, +3, 

Xs —_—- 2х. — Хз, (8.58) 

Ха = X_g— X3— 9 (х!). 

Передаточная функция линейной части этой системы (от входа 
==, (х!) к выходу —х!) имеет вид ($ 8.3) 

— Р--2 
"= 4 р 

а частотная характеристика — 

W (iw) = 5 
2+ iw 

— 4u? + i (6w — 3) * 

Найдем вещественную U(w) и мнимую У (о) части частотной харак- 
теристики: 

6 — 23 — w4 

9 + 120? + 404 + w® ’ 

— Iw — 2w3 

9+ 123 + 4o4 + w® * 

~ A) 
Вещественная и мнимая части видоизмененной частотной харак- 

теристики имеют вид: 

U* (wo) = 

О (o) = 

И (<) = 

6 — 2m? — w4 

9 + 12w* + 4w4 + об ? 

— 9%3 — 21 

9 + 12w* -+ 44 + вв * 

Ha рис. 8.39 построена видоизмененная амплитудно-фазовая 
характеристика. Из построения видно, что система (8.58) является 
абсолютно устойчивой в угле [0,2], а следовательно, система (8.57) 
абсолютно устойчива в угле [1, 3]. 

V* (w) = 



ГЛАВА 1Х 

САМОПРИСПОСАБЛИВАЮЩИЕСЯ СИСТЕМЫ 

$ 9.1. СИСТЕМЫ ЭКСТРЕМАЛЬНОГО И ОПТИМАЛЬНОГО 

РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Среди самоприспосабливающихся систем в настоящее 
время наибольшее развитие получили сравнительно про- 
стые, однако имеющие большое практическое значение 
виды этих систем — системы экстремального и оптималь- 
ного регулирования (СЭР и СОР). Эти системы предназ- 
начены для автоматического поиска и поддержания опти- 
мального управляющего воздействия, обеспечивающего ра- 
боту объекта управления при экстремальном (максималь- 
ном или минимальном) значении принятого критерия эффек- 
тивности действия (критерия качества). 

Для большинства объектов управления такая задача 
не может быть решена с помощью обычных САР, так как 
объекты обычно находятся под воздействием неконтроли- 
руемых возмущений, изменяющих регулируемую коорди- 
нату непредвиденным образом. 

Устройство, предназначенное для автоматического 
поиска и поддержания экстремального значения показа- 
теля эффективности действия объекта, называется автома- 
тическим оптимизатором (см. § 2.2). В зависимости от 
количества управляющих воздействий, используемых для 
получения экстремума функции качества, различают одно- 
канальные и многоканальные оптимизаторы. В дальней- 
шем для большей простоты будем рассматривать, исклю- 
чая особо оговоренные случаи, только экстремальные 
системы с одним регулирующим органом, т. е. с однока- 
нальным оптимизатором. 

Характер задач, решаемых СЭР и СОР, был рассмот- 
рен в § 2.2 на конкретном примере регулирования само- 
летного двигателя. Характеристики, представленные на 
рис. 9.1 [9.17], показывают, что километровый расход Q 
топлива зависит от скорости У полета и при некотором 
оптимальном значении скорости Vo,; достигает минимума. 
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Из рис. 9.1 также видно, что с изменением веса С само- 
лета оптимальное значение скорости полета также изме- 
няется. Поскольку у сверхдальних самолетов вес топлива 
составляет значительную часть общего веса самолета, то 

Vont И, км/ч 

Рис. 9.1. Зависимость расхода топлива 
от скорости и веса самолета 

по мере сгорания топлива оптимальный режим работы 
двигателей будет нарушаться. Следовательно, в процессе 
полета необходимо все время подбирать оптимальную ско- 
рость полета за счет изменения режима работы самолет- 
ных двигателей. | 

Рис. 9.2. Статическая характеристика . 
объекта управления 

Задачи аналогичного характера возникают при авто- 
матизации работы паровых котлов, в химическом произ- 
водстве, при эксплуатации двигателей внутреннего сгора- 
ния ИТ. п. 

Основная особенность оптимального регулирования 
заключается в том, что заранее не известно требуемое 
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значение регулируемого параметра, и анализ состояния 
объекта регулирования в данный момент времени не мо- 
жет дать информации о направлении изменения управляю- 
щего воздействия для получения необходимого эффекта. 
Действительно, если известно только одно значение выход- 
ного сигнала и, то по кривой y =f (x), положение. и форма 
которой могут изменяться с течением времени (рис. 9.2), 
такое значение выходной величины можно получить при 
Х—х и X=X,., при этом направление изменения вход- 
ного воздействия для приближения к экстремуму функ- 
ции остается неизвестным. 

Поэтому для решения задачи оптимизации работа СОР 
должна быть организована таким образом, чтобы в ней 
осуществлялся непрерывный поиск значения управляю- 
щего воздействия, при котором выходной сигнал обладал 
бы признаками экстремального значения. Такими призна- 
ками являются достижение регулируемой величиной наи- 
большего или наименьшего значения или изменение знака 

» a 
производной — (чувствительности) при прохождении через 

экстремум. 
Кривая y= f(x) на рис. 9.2,a в точке I имеет экстре- 

MYM, признаком которого может служить равенство нулю 
» ay 

производной ——. На рис. 9.2,6 показан характер измене- 

ния чувствительности системы. 
Работа СЭР основана на том, что первоначально вход- 

ной сигнал принудительно изменяется в случайном направ- 
лении. Последующий анализ результата этих действий 
позволяет определить, приблизилось ли новое значение 
регулируемой величины к экстремальному значению (тогда 
необходимо продолжать изменение управляющего воздей- 
ствия в прежнем направлении до достижения экстремума) 
или же регулируемая величина удалилась от экстремума 
и знак приращения входного сигнала надо изменить. 
После достижения экстремума процесс поиска обычно He 
прекращается, так как неконтролируемые возмущения 
могут изменить характеристику работы СЭР. 

Наличие режима поиска экстремального значения регу- 
лируемой величины является характерной особенностью 
СЭР, поэтому их обычно классифицируют по признаку фор- 
мирования поискового сигнала. Чаще всего выделяют 
следующие типы СЭР: 
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1) с запоминанием экстремума; 

2) реагирующие на знак и величину производной 2, 

3) с непрерывным поисковым сигналом; 
4) шагового типа. 
СЭР с запоминанием экстремума. Действие СЭР с запо- 

минанием экстремума основано на том, что в системе 
осуществляется непрерывное сравнение текущего значения 
регулируемого параметра с хранящимся в запоминающем 
устройстве экстремальным значением этого параметра. 
На рис. 9.3 представлена функциональная схема СЭР 
с запоминанием экстремума, а на рис. 9.4 — графики, 

| поясняющие принцип ее 
= oy у, работы. В такой системе 

значение сигнала на вы- 
z ходе запоминающего уст- 

cd ройства ЗУ должно быть 
равно текущему значению 
регулируемого параметра 
до тех пор, пока выход- 
ной сигнал объекта управ- 
ления возрастает. На входы 

Рис. 9.3. СЭР с запоминанием эк- устройства сравнения УС 

стремума при этом подаются с запо- 
минающего устройства ЗУ 

и объекта управления ОУ одинаковые сигналы, поэтому 
сигнал на выходе УС будет отсутствовать (участок О0— В 
на рис. 9.4). После достижения максимума с дальнейшим 
изменением входного воздействия регулируемый параметр 
будет уменьшаться, при этом у,у (выходной сигнал ЗУ) 
должен сохранять свое максимальное значение (участок 
д — 15). В этом случае на выходе УС появится разност- 
ный сигнал / — Yous} Когда эта разность достигнет вели- 
чины срабатывания у., определяемого зоной нечувстви- 
тельности исполнительного механизма ИМ, последний осу- 
ществит реверс входного воздействия (участок # —,). 
Одновременно с этим прежний сигнал SY сбрасывается 
до уровня и! текущего значения регулируемого параметра, 
после чего весь цикл работы повторяется. 

Один из возможных вариантов запоминающего устрой- 
ства, предназначенного для СЭР с запоминанием экстре- 
мума, показан на рис. 9.5 [9.7]. Входное напряжение, 
пропорциональное регулируемому параметру объекта, 

HM 

Yonm 9 
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подается через диод J) на запоминающий конденсатор С, 
который при увеличении входного напряжения U, будет 
заряжаться. При понижении напряжения И; выходной 
сигнал (», остается постоянным и пропорциональным 
экстремальному значению регулируемого параметра. При 
подаче в схему напряжения Из, вырабатываемого УС 

y j, a 

y A 

Yonm | | | 1 

ит On г 
Pig f bt | il hdd pot dd ИИ 

- | | 1 | Г | 0 И 
Г, | ни ts] ts Coy fe, 1 

| boy | 
i; toy | 
1 | ] | | | | д 

„-----\- en ie Oe eee 
. НИ aN! 

t 

Рис. 9.4. График работы СЭР с запо- 
минанием экстремума 

и зависящего от разности сигналов и. у — 9, конденсатор 
С разряжается через сопротивление Ю, в результате чего 
напряжение (/› вновь становится равным напряжению (1, 
которое пропорционально величине ил. 

СЭР с запоминанием экстремума весьма просты по сво- 
ему устройству и обладают высокой помехоустойчивостью. 

СЭР, реагирующие на изменение производной. СЭР, 
реагирующие на величину и знак производной, требуют 

d _ a 
7 или — или хотя бы опреде- 
ах dt 

dy 
ления знака производной > (чивствительности), a сле- 

измерения производных 
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довательно, и применения специальных дифференцирую- 
щих устройств. 

р 
| 4 _ у 

К 
a” x 

и, = Uy у 

| [4 
+ — —< ay 

| | at 
", r U; = ИМ < 

Рис. 9.5. Схема запоминающего Рис. 9.6. СЭР с измерением 
устройства производной: 

Д — дифференцирующее устройство; 
ИМ — исполнительный механизм 

Функциональная схема простейшей СЭР с управле- 
нием по чувствительности приведена на рис. 9.6, а рис. 9.7 

9 
Ymax 

у, 

Рис. 9.7. График работы СЭР с измерением производной 

поясняет действие такой системы [9.17]. Когда производ: 
d . 

ная 7 положительна, увеличение входного воздеиствия 

приводит к увеличению регулируемого параметра у (уча- 

CTOK и — ta). 
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После достижения экстремума в момент времени fg 
входное воздействие х продолжает изменяться в прежнем 
направлении на протяжении отрезка времени № — fs, вели- 
чина которого зависит от зоны нечувствительности испол- 
нительного механизма ИМ. При этом знак производной 
а ъ 
> изменится на отрицательный. В момент $ величина 

dt 
„ a . 

TI POH3BOJHOH <2 превысит зону нечувствительности, в ре: 

зультате чего будет осуществлен реверс ИМ и входное 
воздействие уменьшится, что приведет к тому, что выход- 
ной сигнал вновь приблизится к экстремуму. Такое дви- 
жение системы в обратном направлении (участок ft; — fs) 
продолжается до нового реверса, после чего цикл работы 
будет повторяться. Оптимизатор строится таким образом, 
чтобы в процессе работы регулируемая величина все время 
удерживалась в пределах You; — Yi, определяемых вели- 
чиной зоны нечувствительности ИМ. 

При построении СЭР с измерением чувствительности 
а 
=~ можно воспользоваться двумя дифференцирующими 

устройствами, выходной сигнал которых пропорционален 
ах d . 
a и ae Специальное делительное устрой- 

а 
ство осуществляет деление > : 37» Воспроизводя на вы- 

dy ходе сигнал, пропорциональный чувствительности =. 

производным 

Однако такие СЭР обладают рядом недостатков, ограни- 
чивающих их практическое применение (недостаточная 
стабильность и надежность в работе, недостаточная поме- 
хоустойчивость, сложность). 

Следует отметить также, что скорость изменения вход- 
ного воздействия в режиме поиска не обязательно должна 
быть постоянной. На практике часто применяются СЭР, 
в которых скорость изменения входного воздействия 
в режиме поиска пропорциональна абсолютному значению 

производной a Применение такого принципа работы 

позволяет уменьшить время выхода СЭР на оптимальный 
режим работы и добиться более точного приближения 
к экстремальному. значению регулируемого параметра. 
Такие системы обычно называются СЭР с пропорциональ- 
ным поисковым сигналом. 
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СЭР с непрерывным поисковым сигналом (непрерыв- 
ные СЭР [9.9], СЭР с вспомогательной модуляцией). Прин- 
цип действия СЭР с непрерывным сигналом заключается 
в том, что на вход, помимо управляющего воздействия, 
подается дополнительный непрерывный сигнал небольшой 
амплитуды и фиксированной частоты. В качестве допол- 
нительного воздействия удобнее всего пользоваться сину- 
соидальным сигналом. Получающаяся при этом дополни- 
тельная синусоидальная составляющая выходного сигнала 
системы той же частоты ® выделяется с помощью фильт- 
ров и сравнивается с входным поисковым воздействием. 

у 

x 

Рие. 9.8. Влияние поискового сину-” 
соидального воздействия па выход- 

HOH сигнал системы 

Признаком, определяющим направление изменения 
входного воздействия для достижения экстремума, яз- 
ляется фаза поисковой составляющей выходного сигнала, 
которая инвертируется при переходе регулируемой вели- 
чины через экстремум. Действительно, если в двух раз- 
личных сосгояниях СЭР (точки / и /// на рис. 9.8) подать 
на вход вместе с управляющим воздействием один и тот 
же поисковый сигнал asin yt, то, как видно из рисунка, 
фаза поисковых составляющих выходного сигнала на уча- 
стках Ги 1/11 отличаются друг от друга на 180°. Таким 
образом, фаза поисковой составляющей выходного сигнала 
указывает на расположение рабочей точки СЭР. относи- 
тельно экстремума, а амплитуда ее, уменьшающаяся по 
мере приближения к экстремуму, определяет степень уда- 
ления рабочей точки от экстремума. 

На рис. 9.9 представлена функциональная схема СЭР 
с непрерывным поисковым сигналом. Характер работы 
такой системы поясняется на рис. 9.10. Генератор низ- 
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кой частоты Г предназначен для создания синусоидаль- 
ных поисковых колебаний. Соответствующие им выходные 
колебания выделяются фильтром Ф, и поступают на мно- 
жительное устройство МУ. При прохождении сигнала 
через реальную систему в нем появляются фазовые сдвиги, 
поэтому при сопоставлении входных и выходных колеба- 
ний в исследуемой системе такие фазовые сдвиги должны 
быть скомпенсированы. Эту функцию выполняет фазосдви- 

у 

> >> > L 
x 

> 

Г 
| 

[им] [= 
2 Нм 

Рис. 9.9. СЭР с непрерывным поис- 
ковым сигналом 

гающее устройство ФУ, вырабатывающее сигнал asin Ж 
Хх (Ш -— $), где о — суммарный фазовый сдвиг, вызывае- 
мый реальной системой и фильтром Ф!. Этот сигнал и 
поисковая составляющая выходного сигнала в sin (yt-+ $) 
подаются на вход множительного устройства МУ. Произ- 
ведение этих величин 

asin (И-- Зи = — с0$2(и-ЕФ)], (9.1) 

если рабочая точка расположена слева от максимума (уча- 
сток / на рис. 9.8) и 

asin (2 - 9)-6 sin (от) = 

= —% [1— с052 (и-+ $), (9.2) 

когда эта точка находится справа от максимума (уча- 

сток 111). _ 
Выходной сигнал МУ поступает на. сглаживающий 

фильтр Ф., задерживающий переменную составляющую 
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сигнала МУ. Постоянная составляющая этого сигнала 
используется для управления исполнительным механиз- 

ЧА 

у} | 

a 
| 

Рис. 9. 10. График работы СЭР с не- 
прерывным поисковым сигналом: 

1 — синусоидальная составляющая выходного 
сигнала; 2 — регул ярная составляющая вы- 
ходного сигнала; — регулярный входной 
сигнал; 4 — синусоидальная составляющая вхо- 

да; у, — поисковая составляющая выхода 

мом ИМ, осуществляю- 
щим изменение управ- 
ляющего воздействия X. 

Схема, изображенная 
на рис. 9.9, позволяет 
получить переменную 
скорость изменения вход- 
ного сигнала х. Дейст- 
вительно, чем больше 
удалена рабочая точка 
от максимума, тем боль- 
ше амплитуда поисковой 
составляющей выходно- 
го сигнала ии тем боль- 
ше выходной сигнал уси- 
лителя У, а следовате- 
льно, тем быстрее ИМ 
изменяет входной сиг- 
нал. 

СЭР с непрерывным 
поискорым сигналом об- 
ладают большей помехо- 
устойчивостью по срав- 
нению с системами с 
измерением — производ- 
ной, так как не содер- 
жат дифференцирующих 
устройств, увеличиваю- 
щих влияние помех. Кро- 
ме того, такие системы 
позволяют осуществлять 
оптимизацию по несколь- 
ким параметрам одно- 
временно, если приме- 
нить поисковые воздей- 
ствия с различными ча- 

стотами. Однако практическое применение таких систем 
ограничивается трудностью точной компенсации фазового 
сдвига $, сравнительной их сложностью или наличием 
‘модулирующих колебаний, которые могут создать недопу- 
стимые в эксплуатации условия работы. 
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СЭР шагового типа. Функциональная схема СЭР шаго- 
в0го типа показана на рис. 9.11. Для функционирования 
такой системы в ней необходимо осуществлять квантова- 

— =. 4 
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Рис. 9.11. СЭР шагового типа 
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Рис. 9.12. График работы СЭР шагового 
типа 

ние регулируемого сигнала по времени. Принцип действия 
СЭР шагового типа заключается в TOM, что в ней через 
равные интервалы времени осуществляется измерение регу- 
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лируемой величины с последующим анализом полученных 
значений с учетом предыдущих результатов. Например, 
если при поиске максимума функции y=f (x) (рис. 9.12) 
разность Yj;,;—Y; окажется положительной, то входное 
воздействие х следует изменять в прежнем направлении. 
Если же эта разность станет отрицательной, то исполни- 
тельный механизм ИМ должен сделать очередной шаг в 
сторону уменьшения сигнала х. При этом можно приме- 
нить непрерывный входной сигнал x(t) или сигнал непре- 

x? A ] 

Рис. 9.13. Методы поиска экстрему- 
ма функции двух переменных 

рывного типа или в виде ступенчатой функции, изменяю- 
щейся при каждом шаге на Ах. 

Вся последовательность работы системы координи- 
руется командным генератором КГ. Измерительное устрой- 
ство MY подает сигнал‘на блок усреднения сигнала БУС, 
который вырабатывает ‘среднее значение выходного сиг- 
нала за один шаг. Отметим, что при каждом 1-м шаге 
БУС выдает среднее значение выходного сигнала за 
(i — 1-й шаг. Запоминающее устройство ЗУ предназначено 
для хранения информации о значении регулируемой вели- 
чины Y; 1 В предыдущем шаге. При очередном шаге изме- 
ренное текушее значение регулируемой величины y; и 
считываемое в ЗУ значение у; , с помощью переключаю- 
mero устройства //Y подаются в блок сравнения БС, 
выходной сигнал которого пропорционален разности и; — 
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— Y;.1. Этот выходной сигнал и служит для управления 
исполнительным механизмом. При y;—y; .1->0 старая 
запись в ЗУ сбрасывается, запоминается значение и;, направ- 
ление изменения сигнала x сохраняется. При и; — у. <0 
осуществляется реверс ИМ. Достигнув максимума функ- 
ции y= f (x), система будет «рыскать» около экстремума. 

Для нормального функционирования СЭР шагового 
типа важно правильно выбрать величину шага. Шаг дол- 
жен быть достаточно большим, чтобы уменьшить влияние 
высокочастотных помех, способных вызвать ложные реверсы 
ИМ. В то же время увеличение шага ограничивается 
опасностью ложных срабатываний, вызванных дрейфом 
характеристики управляемой системы. Шаговые СЭР отно- 
сятся к числу наиболее надежных. 

Организация поиска. При решении практических задач 
чаще ветречаются не простейшие системы, в которых 
оптимизируемая величина зависит только от одного управ- 
ляющего воздействия, а СЭР, предназначенные для опти- 
мизации выходной координаты или некоторого критерия 
качества, являющихся функцией нескольких независимых 
друг от друга величин. При этом особое значение приоб- 
ретает вопрос о применении наиболее рационального ме- 
тода поиска экстремума такой функции. Существует зна- 
чительное количество возможных способов организации 
движения СЭР к экстремуму, из них наиболее перспек- 
тивными по простоте и своим характеристикам Являются 
следующие. | 

’ Метод поочередного изменения парамет- 
ров (метод Гаусса — Зайделя). Пусть задачей многока- 
нального оптимизатора является отыскание экстремума 
некоторого критерия качества () = (хи, Хэ, ..., Xn), KOTO- 
рый будем считать непрерывно дифференцируемой функ- 
цией при всех конечных значениях хи,Хо, ..., Xp. Рассмат- 
риваемый метод основан на поочередном изменении каж- 
дого из переменных параметров х; до достижения част- 
ных экстремумов по этим переменным при фиксированных 
значениях остальных параметров. Сначала в СЭР изме- 
няется параметр. x1 в направлении, обеспечивающем умень- 

д 
шение абсолютного значения компоненты ae градиента 

. 1 

функции О при ж==со0п$, xs=const, ..., x,==const. 

д 
После достижения 20 —0 осуществляется поиск второго 

Ox, 
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д 
частного экстремума cd —0, а затем аналогичным обра- 

д _ 
зом находят so. и так далее. Такое функционирование 

3 

СЭР продолжается по всем п координатам системы, после 
чего снова начинается изменение координаты xX; ДО полу- 

Q 
чения ce —0 И весь цикл повторяется, пока оптимиза- 

“1 . 

тор не отыщет экстремум функции Q. 
Поведение СЭР в режиме поиска экстремума методом 

Гаусса_—Зайделя поясняется рис. 9.13, где для упрощения 
рассматривается функция двух переменных @ =Р (xj, x). 

t 

Рис. 9.14. Характеристики экстре- 
мальных систем 

На этом графике построено семейство линий @;= соп$+, 
причем точка экстремума функции @ совпадает с началом 
координат. 

Если в начале работы СЭР находилась в точке &, (лома- 
ная /), то изменение координаты x, при х =с0п${ будет 

осуществляться до получения ——==0, что произойдет в 
1 

точке [. Затем фиксируется полученное значение пере- 
менной х! и изменяется величина х. (участок ft, — fy) и так 
далее до выхода в начало координат. 

Достоинство метода Гаусса — Зайделя заключается 
в простоте устройств, реализующих такое движение к 
экстремуму, однако путь системы в область экстремума 
не является самым целесообразным. 

Метод градиента. Особенность метода градиента 
заключается в одновременном изменении всех координат 
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X1, Х,..., X_ И определении всех компонент градиента функ- 
ции Q. При этом изменение независимых параметров х!, 
Ха, ..., Ав МОжет быть непрерывным или дискретным, при- 
чем скорость непрерывного изменения каждой из вели- 
чин х; следует выбирать пропорциональной соответствую- 
щим частным производным функции Q: 

dx,» 00 dx, __ 4 9Q dxn __, 9Q 
dt ~ дл’ dt ~— ax,’ °°°’? dt дж’ 

(9.3) 

где k==const — коэффициент пропорциональности (Rk >O 
при экстремуме-максимуме и < 0 при 
экстремуме-минимуме). 

При дискретном изменении координат x; величина 
шага по каждой из этих координат должна быть пропор- 
циональна соответствующим компонентам градиента: 

dn hse, АА, ...› dx, =k So } (9.4) 

Кривая // (рис. 9.13) иллюстрирует движение СЭР 
с непрерывным изменением параметров х; в область экстре- 
мума. Эта кривая ортогональна к кривым Q; —const. 

’ При применении метода градиента движение системы 
к экстремуму представляет собой монотонный сходящийся 
процесс. Действительно, замечая, что производная функ- 
ции качества Q по времени 

dQ 90 a dQ aks ee tn 

“dt = Ox, aT OX Te TE; , (9.5) 

с учетом (9.3) имеем 

ау ++]. 68 
Из (9.6) следует, что oe 

положении экстремума обращается в нуль. 
Метод градиента характеризуется относительно быст- 

рым и плавным выходом системы к экстремуму, а при 
шаговом движении — малой амплитудой колебаний отно- 
сительно экстремума. 

Метод наискорейшего спуска. Сущность этого 
метода заключается в том, что движение системы проис- 
ходит в направлении вектора градиента в исходной точке 
системы (точка / на ломаной ///], см. рис. 9.13) до тех 

везде сохраняет знак ив 
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пор, пока частная производная функции @ по этому 
направлению не станет равной нулю (точка 2). В точке 2 
снова определяется направление градиента и осущест- 
вляется движение вдоль нового вектора до точки 3, где 
производная функции @ по направлению этого вектора 
обращается в нуль. Такое движение системы повторяется 
до выхода ее в точку экстремума. Излом траектории дви- 
жения происходит в точках касания направлений градиен- 
тов с линиями равного показателя качества. 

Основным достоинством метода наискорейшего спуска 
является сравнительно малое время выхода системы в район 
экстремума. | 

В ряде случаев наилучшие результаты могут быть 
достигнуты за счет применения в системе комбинации 
нескольких методов движения. Например, рациональным 
можно считать объединение метода. наискорейшего спуска, 
обеспечивающего наименьшее время выхода системы в 
район экстремума при больших начальных отклонениях, 
и метода градиента при движении системы в окрестностях 
экстремума. 

Динамика и устойчивость СЭР. Большинство применяе- 
мых на практике СЭР после отыскания- экстремума 
совершают колебания (рыскания) около оптимального зна- 
чения регулируемой величины. Амплитуда этих колеба- 
ний зависит от величины зоны нечувствительности испол- 
нительного механизма, управляющего изменениями вход- 
ного воздействия ли, и определяет величину зоны поиска 

И! — Иопт. 
Наличие периодических колебаний выходной величины 

приводит к тому, что среднее значение регулируемой вели- 
чины у (рис. 9.14) будет отличаться от экстремального 
Уопт: При поиске максимума у. < уст, а при минимизации 
функции ис > Yon;. Разность You; — Yc называется потерей 
на поиск и используется в качестве характеристики ра- 
боты СЭР. 

Как видно из рис. 9.14, период поисковых колебаний Т 
выходного сигнала вдвое меньше периода колебаний вход- 
ного воздействия Т,. Величина Т называется периодом 
рыскания. Потеря на поиск за период 

T 
| 

Yo — Your = -F \ yat — Уопт. (9.7) 
to 

354



В СЭР, осуществляющих оптимизацию некоторой функ- 
ции Q, зависящей от большого числа координат х;, теку- 
щее значение потери на поиск можно определить с по- 
мощью степенного ряда. - 

миру Ув „ 2 te} и pA ИН мч |= 
| yef(x) | 

Рис. 9.15. Структурная схема инерционной 
СЭР 

Изложенный выше материал относится к безынерци- 
онным системам без запаздывания, в которых реакция 
системы на входное воздействие является мгновенной. 
Однако все реальные устройства в той или иной степени 
обладают инерционностью, и для получения правиль- 

a) 2 

Рис. 9.16. Динамические процессы в инерционной СЭР 

ных результатов при анализе и высоких показателей 
качества при синтезе таких СЭР необходимо учитывать 
их динамику. 

Для удобства исследования динамики СЭР условно 
разбивают ее на несколько частей таким образом, чтобы 
все инерционные элементы: были сосредоточены в выход- 
ной и входной линейных частях (рис. 9.15), а нелинейный 
блок с экстремальной характеристикой оказался безынер- 
ционным. В частных случаях в зависимости от свойств 
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исследуемой системы передаточная функция входной или 
выходной линейной части может оказаться равной еди- 
нице. Наличие инерционных элементов в системе вызы- 
вает изменение выходного сигнала по форме (выходной 
сигнал сглаживается по сравнению, например, с рис. 9.14) 
и сдвиг по фазе его колебаний. 

Рассмотрим методику исследования динамики СЭР в 
частном, но достаточно наглядном случае, когда М, (р) = 1. 
При этом выходную линейную часть будем для опреде- 
ленности считать простым инерционным звеном первого 
порядка, а статическую характеристику y =f (x) нелиней- 
ной части системы — параболой с экстремумом —~ макси- 
мумом. Таким образом 

т. (9.8) 
Пользуясь методом, изложенным в $ 8.1, напишем урав- 

нение движения рассматриваемой системы в виде 

4 Ta +2=9=! а) (9.9) 
ИЛИ 

4 1 
=F И — 2. (9.10) 

При постоянной скорости изменения входного сигнала х 

4 <= +4, (9.11) 

тогда (9.10) может быть преобразовано к виду 

4 at ar Uf (x) — 2]. (9.12) 

Отсюда видно, что чем .больше постоянная времени 7, 
инерционной части системы, тем медленнее изменяется 
выходнай сигнал г по отношению к входному воздей- 
ствию х. В СЭР это обусловливает запаздывание выход- 
ного сигнала 2. | 

Для болышей простоты и наглядности анализ дина- 
мики СЭР часто осуществляется графическими методами. 
Пусть рассмотренная выше система, описываемая уравне- 
ниями (9.9) и (9.11), осуществляет оптимизацию парабо- 
лической функции по способу с запоминанием экстре- 
мума [9.17]. Напомним, что в такой СЭР реверс исполни- 

356



тельного механизма оптимизатора должен осуществляться 
в момент, когда разность между текущим и максимально 
достигнутым значениями выходного сигнала превысит 
зону нечувствительности. Для графического представле- 
ния динамики работы инерционной СЭР может быть при- 
менен любой из численных методов решения дифферен- 
циальных уравнений, из которых наиболее простым яв- 
ляется метод Эйлера. По этому методу плавная интег- 
ральная кривая z(t) (рис. 9.16,a), представляющая собой 

г | 

%=20 

‘ п ддддд„—ы 

Хо a 

Puc. 9.17. Диаграмма работы СЭР в 
ПЛОСКОСТИ «ВХОД — ВЫХОД»: 

А — амплитуда поисковых колебаний; JT — no- 
теря на поиск 

решение дифференциального уравнения, заменяется лома- 
ной линией (ломаная Эйлера, рис. 9.16,6), отрезки кото- 
рой имеют одинаковый наклон на участках от & до Ца, 
определяемый отношением 

Аа 
= (2 1). (9.13) 

Здесь Аа 1—2 1—2), At=t;,, — & = const. 

Пусть СЭР включается в момент #==0, когда 2=2 
и У=/(%) и оптимизатор увеличивает входной сигнал Xx, 
т.е. X==X)-+ at. Разбивая ось абсцисс на ряд равных OT- 
резков Af, можно с помощью (9.10) найти приращение 
ломаной Эйлера на каждом из участков по формуле 

At 
Azi= =—Ii (x;) — 2;], (9.14) 

которая характеризует динамический процесс поиска эк- 
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стремума. Из рис. 9.16 видно, что на участке от нуля 
до 4 величина z(t) увеличивается, поскольку здесь раз- 
ность f (x;,1)— 2; >0. В момент времени № кривая 2({) 
совпадает со статической характеристикой }[(х,) = г и 
42 

а 

—2; становится отрицательной, т.е. производная 

—0. При дальнейшем увеличении х разность f (x;) — 

Zz 

“dt 
меняет свой знак, a z(t) начинает уменьшаться. При & 
разность между. текущим значением выходного сигнала 2, 
и экстремальным 2, превышает зону нечувствительности 
оптимизатора, исполнительный механизм которого ревер- 
сирует направление изменения входного воздействия. 

Вследствие инерционности си- 
стемы выходная координата еще 
некоторое время (до [,) продол- 
жает уменьшаться, а затем сно- 
ва увеличивается. Процесс поис- 
ка повторяется до тех пор, пока 

и В системе не установится режим 
Рис. 9.18 Амплитудно-ча- Периодических колебаний отно- 
стотная характеристика по- сительно среднего значения ре- 

мех: гулируемой величины, близкого 

п а адиииии — К экстремальному (см. рис. 9.16). 
MexH Однако Ha mpakTHRe для 

| графического исследования про- 
цесса поиска экстремума инерционной СЭР чаще поль- 
зуются плоскостью с координатами «вход — выход», так 
как в этом случае кривая, характеризующая динамику 
СЭР, получается ‚более наглядной и позволяет получить 
такую же информацию, как два графика во временной 
области. 

Предположим, что поиск экстремума начат в момент 
времени fy при Хх, HW 2. =, причем входное воздействие х 
изменяется в сторону увеличения (рис. 9.17). Правая 
часть уравнения (9.12) будет положительна, поэтому 2 

A | 

dz 8 
возрастет до точки /, где —-=0. При дальнейшем уве- 

личении входного сигнала 2 становится меньше у, в 
dz 

связи с чем производная Че меняет знак на отрицатель- 

ный. В точке 2 разность 2 —г! превышает зону нечув- 
ствительности, исполнительный механизм оптимизатора 
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реверсирует направление изменения входного сигнала 
dx 
(a< 0). На участке от точки 2 до точки 3 сигнал 2 

уменьшается в силу инерционных явлений, а затем снова 
возрастает до точки 4, после чего в точке 5 осущест- 
вляется новый реверс исполнительного механизма. Про- 
цесс продолжается до выхода системы в режим автоко- 
лебаний (рыскания) в области экстремума. На графике 
такой режим изображается замкнутой симметричной кри- 
вой 1[1—12—13—14—15—10—11, называемой предельным 
циклом рыскания. С помощью предельного цикла можно 
получить такие характе- 
ристики СЭР, как поте- уф 
ря на поиск П. ампли- 
туду поисковых колеба- 
ний Дит. д. 

Исследование дина- 
мики СЭР может быть 
проведено и более точ-- 
ными — аналитическими 
методами [9.9, 9.17], 
однако они являются и 
более трудоемкими. 

Для получения пра- 
ВИЛЬНЫХ результатов Рис. 9.19. К исследованию устойчиво- 
при анализе и синтезе сти работы СЭР 

СЭР важное значение 
имеет вопрос об устойчивости систем, т. е. об обеспече- 
нии нормального функционирования оптимальных систем 
при воздействии на них внешних и внутренних возмуще- 
ний (изменение во времени экстремальной характери- 
стики, влияние помех и др.). Реальные СЭР находятся 
обычно под воздействием монотонных возмущений, имею- 
щих широкий частотный спектр (рис. 9.18). Низкочастот- 
ная часть спектра зависит от дрейфа характеристик 
элементов системы, приводящего к смещению положения 
экстремума, и отделена от области высокочастотных шу- 
MOB И MOMeX некоторой полосой частот, в которой 
амплитуда возмущений сравнительно мала. Выбирая ча- 
стоту поисковых колебаний в пределах этой полосы 
частот, можно существенно уменьшить количество лож- 
ных срабатываний оптимизатора, являющихся следствием 
помех. 

om
 

| 
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Однако даже и в этом случае при наличии дрейфа 
статической характеристики в СЭР возможна потеря устой- 
чивости, в результате чего может произойти удаление 
СЭР от экстремума. Между тем по идее СЭР предназна- 
чены именно для оптимизации смещающихся непредви- 
денным образом функций, т. е. дрейф характеристики 
будет обычным явлением. 

Пусть, например, возмущения вызывают смещение ис- 
ходной статической характеристики / по вертикали в по- 
ложения I] и [11 (рис. 9.19) в моменты времени В и &. 
Если поиск начинается в точке J, причем исполнитель- 
ный Механизм будет сначала уменьшать управляющее 

-
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Рис. 9.20. Схема выходного каскада pa- 
диопередатчика 

воздействие х, то при нормальном функционировании 
система должна прийти в точку 2 исходной характери- 
стики [. При этом отрицательное приращение выходной 
координаты у послужило бы сигналом реверса исполни- 
тельного механизма, что обеспечивало бы движение к 
экстремуму. Но так как за время изменения х от х! до хз 
характеристика заняла положение [/, то система придет 
В точку 2’, которая соответствует положительному прира- 
щению у. Поскольку положительное приращение и в нор- 
мально функционирующей СЭР означает движение к экст- 
ремуму-максимуму, то направление изменения входного 
сигнала х сохраняется, а СЭР, которая из точки 2’ должна 
была бы попасть в точку 3”, при продолжающемся дрейфе 
придет в точку 3, еще больше удаленную от экстремума. 
Таким образом, исследуемая СЭР теряет устойчивость. 

Для сохранения устойчивости СЭР может быть при- 
менен коммутатор, который через равные промежутки вре- 
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мени осуществляет принудительный реверс исполнительного 
механизма, делая движение системы к экстремуму немо- 
нотонным. При возникновении интенсивного дрейфа ком- 
мутатор удерживает величину управляющего сигнала в 
окрестностях значения, при котором начался дрейф, сох- 
раняя устойчивость СЭР. 

Примеры. 1. Для обеспечения достоверности получаемой инфор- 
мации в месте приема должно сохраняться . максимальное отноше- 
ние сигнал/шум, что имеет место при излучении передатчиком 
максимально допустимой мощности. На рис. 9.20 представлена 
электрическая схема выход- ' 
ного каскада радиопередат- 13 
чика, в котором с помощью м 
СЭР достигается и поддер- 
живается . на протяжении 
всей работы режим макси- _ Мик 
мальной излучаемой мощ- 50 ЭРК A 
ности (©. Среди большого 
числа Параметров Хк, Хев 
и т. д, от которых зависит ДВ 
излучаемая мощность, сле- 
дующие три выделены в ка- 
честве настраиваемых пара- 
метров: а — параметр, ха- 
рактеризующий амплитуду Рис. 9.21. Система оптимизации ре- 
возбуждающего - напряже- жима работы радиопередатчика: 

ния, аз, к — Параметр, ONP€- БО блок оптимизации; ЭРК — элемент раз- 
деляющий загрузку конту- решения коммутации; К — коммутатор; ДЗ — 
ра; ан. к — Параметр, ха- двигатель загрузки; ДНК — двигатель на- 
рактеризующий расстройку стройки контура; ДВ — двигатель возбуждения 

контура с изменением за- 
грузки. Для решения рассматриваемой задачи передатчик снабжен 
системой настройки контура в резонанс с. задающей частотой воз- 
будителя и системой, обеспечивающей необходимую загрузку пере- 
датчика. Контроль за качеством настройки осуществляется по ве- 
личине катодного тока лампы выходного каскада. 

Функциональная схема такого передатчика приведена на 
рис. 9.21. В основе работы СЭР лежит определение частных экстре- 
мумов оптимизируемой функции по каждой управляемой перемен- 
НОЙ а;. Для определения этих частных экстремумов служит блок 
оптимизации БО. Сигналы, вырабатываемые БО, поступают на ком- 
мутатор КА, осуществляющий переключение управления с одного 
исполнительного механизма на другой в зависимости от того, по 
какому параметру а; отыскивается частный экстремум. В качестве 
исполнительных механизмов применяются двигатели, осуществляю- 
щие изменение параметров а;. Элемент разрешения коммутации 
ЭРК посылает на К сигнал, разрешающий коммутацию, только в 
том случае, если последний шаг по предыдущей переменной °был 
сделан в правильном направлении [9.16]. 

2. На рис. 9.22 приведена принципиальная схема электронного 
экстремального регулятора ЭЭР-| с запоминанием экстремума. Ха- 
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рактерными особенностями такого регулятора являются наличие ком- 
мутатора поверочных реверсов и устройства самовыключения, пре- 
кращающего воздействие исполнительного механизма после достиже- 
ния точки экстремума. 

Рис. 9.22. Принципиальная схема электронного экстремального ре- 
гулятора ЭЭР-1 

Основной частью экстремального регулятора является сигнум- 
реле. Это логическое устройство, предназначенное для определения 
направления движения к экстремуму и обеспечения соответствую- 
щих изменений управляющих воздействий. В рассматриваемой схеме 

сигнум-реле, осуществляющее 
рр: tn реверс направления изменения 

| | сигнала х, реализовано с по- 
мощью Параллельно-балансно- 

мг |-— ЕЯ 4 го усилителя постоянного тока, 
собранного на двойном триоде 

(Gat Л; (6Н15П). Оба триода лампы 
|. _ Л, работают в одинаковых pe- 

a(t) y(t) жимах, подгонка режимов осу- 

ino ществляется с помощью сопро- 
тивления Ay. Между анодами 
лампы //, включена обмотка 
поляризованного реле P,, сра- 

Рис. 9.23. СНС с разомкнутым  батывающего при возникновс- 
циклом настройки нии достаточной по. величине 

разности потенциалов между 
анодами. В зависимости от 

знака приращения напряжения на сетке первого триода лампы „Л, 
анодный ток этого триода будет увеличиваться или уменьшаться, 
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изменяя тем самым анодное напряжение. В зависимости от поляр- 
ности получаемой разности потенциалов перекидной контакт IP 
реле Р, будет занимать положение J или 2, подавая тем самым пи- 
тание на катушку реле P, и одну из катушек реле Р... При сраба- 
тывании реле Р, контакты IP, и 2P, замыкаются, конденсаторы С, 
и С, разряжаются на землю, а запоминающая емкость С, заряжается 
до текущего значения напряжения источника входного сигнала. Та- 
кое положение соответствует исходному состоянию сигнум-реле, 
подготовленного к очередному шагу. При изменении входного на- 
пряжения через конденсатор С, потечет ток, потенциал сетки будет 
изменяться в соответствии с зарядом конденсатора Cy; по достиже- 
нии зоны нечувствительности реле Py, а следовательно; и Py, Py 
сработают, возвращая сигнум-реле в исходное состояние. При поло- 
жительном приращении входного напряжения, соответствующем дви- 
жению системы в желаемом направлении, включается обмотка | 
реле Р‚„, а при отрицательном — обмотка //. В первом случае кон- 
такты реле P, включают на заряд емкость C,, во втором же, т. е. 
при удалении системы OT экстремума, реле P, подключает конден- 
сатор С; к катушке реле Р., включенной в цепь разряда тира- 
трона J/g, что в конечном итоге приводит к переключению выход- 
Horo реле P,. Последнее предназначено для управления изменением 
входной координаты. | 

Коммутатор поверочных реверсов состоит из задающего гене- 
patopa на тиратроне J/,, промежуточного каскада (тиратрон /Л,), 
релаксационного реле, собранного на тиратронах Ла и Ль. Когда 
заряд емкости С. достигает потенциала зажигания, тиратрон „УТ. 
зажигается, включенное в цепь разряда тиратрона Л» реле Py cpa- 
батывает, вызывая зажигание тиратрона Л, и разряд конденсатора 
C,. С сопротивления R, потенциал подается на поджигающие элек- 
троды тиратронов V7, и Ль. В цепи релаксационного реле включены 
обмотки поляризованного реле P;, контакты которого включают 
или выключают катушку выходного реле Р.. Частота зажигания 
тиратрона Л» задающего генератора регулируется с помощью со- 
противлений А; и А. [9.3]. 

$ 9.2. САМОНАСТРАИВАЮЩИЕСЯ СИСТЕМЫ 

Интенсивное развитие, которое получили самонастраи- 
вающиеся системы (СНС, см. $ 2.2) за последние годы 
привело к появлению большого числа их разновидностей. 
По принципу действия самонастраивающиеся системы 
можно разбить на следующие основные виды: 

1) с разомкнутым циклом настройки; 
2) с замкнутым циклом настройки; 
3) аналитические. 
В зависимости от общего назначения системы управ- 

ления и условий ее’работы контур самонастройки может 
быть предназначен для настройки корректирующих уст- 
ройств, настройки отдельных параметров системы (напри- 
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мер, коэффициента усиления) или совокупности парамет- 
ров, для оптимизации характеристик системы и т. д. 

Системы с разомкнутым циклом настройки. Такие 
устройства являются довольно простыми и применяются 
на практике сравнительно давно. Структурная схема 
такой системы представлена на рис. 9.23 [9.41]. Система 
с разомкнутым циклом настройки состоит из объекта 
управления с передаточной функцией W,., находящегося 
под воздействием внешних возмущений /;, и настраиваемого 
корректирующего устройства W,, предназначенного для 
компенсации влияния внешних условий на свойства 
объекта. При разомкнутом цикле самонастройки такая 

компенсация возможна толь- 
ко при наличии достаточно 
полной текущей информации 
о характере возмущающего 

yt} Влияния внешних воздейст- 
``^ вий, поэтому в систему долж- 

ны быть введены измеритель- 
| ные устройства с передаточ- 

Рис 9.24. СНС с эталонным ными числами Ё, ky, ..., Ry. 

фильтром В процессе работы под 
влиянием внешних воздейст- 

вий свойства объекта изменяются, в связи с чем передаточ- 
ная функция М. будет отличаться от передаточной фупк- 
ции объекта №. о в исходном состоянии. Следовательно, 
и передаточная функция корректирующего устройства W, 
должна изменяться по отношению к ее первоначальному 
виду Wx... таким образом, чтобы общие свойства системы, 
определяемые ее передаточной функцией в замкнутом 
состоянии, оставались неизменными, т. е. 

ке — const. (9.15) 

aft) 

Вполне очевидно, что (9.15) будет иметь место лишь 
при | 

И И. — Wx. ос. о — const, 

откуда следует, что . 

ee a (9.16) 
с 

В реальных устройствах обычно ограничиваются лишь 
приближенным воспроизведением условия (9.16), лоскольку 
реализация корректирующих устройств, с высокой точ- 
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ностью удовлетворяющих этим условиям, а также полу- 
чение полной информации о возмущающих воздействиях 
являются технически трудно выполнимой задачей. 

Примером самонастраивающихся систем с разомкнутым 
циклом могут служить некоторые схемы автопилотов. 
В этом случае внешними условиями, влияющими на.па- 
раметры летательного аппарата, являются давление и тем- 
пература окружающего воздуха, скорость полета. В про- 
цессе полета, в зависимости от текущих значений внеш- 
них возмущений, контур самонастройки осуществляет 
целенаправленное изменение параметров корректирующего 
устройства для`выполнения условия (9.15). 

Недостаток систем с разомкнутым циклом самона- 
стройки заключается в отсутствии самоанализа результатов 
осуществляемых ими изменений. 

Системы с замкнутым циклом настройки [9.15]. Такие 
системы характеризуются наличием дополнительного замк- 
нутого_контура, позволяющего осуществлять анализ теку- 
щего состояния управляемого объекта, изменять параметры 
корректирующих элементов системы и оценивать эффек- 
тивность предпринятых действий. Такой вид СНС является 
более универсальным и обладает большими возможно- 
стями, вследствие чего в последнее время получил пре- 
имущественное развитие. 

Один из’ возможных способов построения СНС с 3am- 
кнутым циклом самонастройки заключается в применении 
эталонного фильтра, передаточная функция которого 
соответствует передаточной функции Wy, оптимальной 
замкнутой системы !'. Действие таких систем основано на 
сравнении выходного сигнала объекта управления с же- 
лаемым выходным сигналом, вырабатываемым эталонным 
фильтром, и использовании разностного сигнала для ком- 
пенсации отклонений динамических характеристик системы 
от заданных. 

На рис. 9.24 изображена структурная схема такой 
системы. Здесь ки №. — передаточные функции звеньев 
системы управления, Wo — эталонный фильтр. 

Разностный сигнал и, — и с элемента сравнения посту- 
пает на усилитель с коэффициентом усиления К, после 
чего приходит на вход второго звена. 

1 Такие устройства называются системами с глубокой обратной 
СВЯЗЬЮ, 
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Передаточная функция замкнутой системы по рис. 9.24 

Wm ee ee (9.17) 
+ WW, + KW, 

При достаточно больших значениях коэффициента уси- 
ления К имеет место приближенная зависимость W ~ М,, 
означающая, что при изменении параметров объекта под 
влиянием внешних возмущений общая передаточная функ- 
ция W замкнутой системы остается близкой к оптималь- 
ной передаточной функции Wo. Такая система является 
в сущности инвариантной по отношению к изменениям 
ее параметров. Возможности таких систем в достижении 
высоких качественных показателей ограничиваются опас- 
ностью потери устойчивости при увеличении коэффици- 
ента усиления К. 

Рис. 9.25. Система управления самолетом 
по тангажу: 

$; — перемещение органа управления; $, — отклоне- 
ние руля высоты; @ — скорость в плоскости тангажа; 
К, — усилитель с переменным коэффициентом уси- 

ления 

Принцип действия и основные особенности СНС с замк- 
нутым циклом самонастройки во многом зависят от вы- 
бора управляемых характеристик объекта и цели само- 
настройки. Целью самонастройки является либо сохра- 
нение постоянства динамических характеристик объекта 
управления, свойства которого изменяются во времени, 
либо оптимизация системы по принятому критерию опти- 
мальности за счет автоматической подстройки ee пара- 
метров. Для сохранения динамических свойств системы 
при изменяющихся условиях работы чаще всего приме- 
няется стабилизация расположения доминирующих нулей 
и полюсов системы на. комплексной плоскости и стабили- 
зация частотных и переходных характеристик. 

Метод корневых годографов (см. $ 7.6) оказался весьма 
полезным и удобным инструментом анализа и синтеза 
самонастраивающихся систем, благодаря чему был создан 
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целый ряд весьма ответственных и высококачественных 
СНС, применяемых, в частности, для управления полетом 
высокоскоростных объектов. Примером таких СНС может 
служить ‘автопилот самолета типа В-25, структурная 
схема которого показана на рис. 9.25 [9.11]. В качестве 
правляемой переменной здесь принята угловая скорость 
тангажа самолета, а в усилителе прямой системы пре- 

дусматривается возможность изменения коэффициента 
усиления К, в широких пределах. 

а) 1“ 0) | w 

k=1,03+10° k=0,875:10" 50 
{ р | 

р 40) + 40 

у 130 1309 
_ ~795 

a P р J 

p&\1 19 Ш 
- а о a 

0 © -40 -30 -20 -0 20 © 
BRI 

г-2 
1-20 у 

1-30 

у р. 1-40 

0 

Рис. 9.26. Корневые годографы системы, изображенной на 
рис. 9.25, для крайпих режимов полета 

На рис. 9.26, а и 6 представлены корневые годографы 
исследуемой системы для двух крайних режимов полета, 
где символами Р и ® обозначены полюса и нули переда- 
точной функции разомкнутой системы, причем пунктир- 
ными квадратами выделены области, в которых домини- 
рующие полюса и нули Рли Ре могут перемещаться без 
существенного изменения свойств системы. Анализ пока- 
зывает, что изменением коэффициента усиления можно при 
изменяющихся условиях полета сохранять расположение 
полюсов внутри пунктирных квадратов. 

Отклонение параметров самолета от первоначальных 
значений вызывает изменения в расположении нулей и 
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полюсов системы, вследствие чего изменяется и собствен- 
ная частота колебаний. Измеряя собственную частоту, 
можно по ее величине судить о расположении нулей и 
полюсов, T. е. сигнал на выходе устройства, измеряющего 
собственную частоту, может быть использован для управ- 
ления потенциометром настройки коэффициента усиления. 
На рис. 9.25 пунктирной линией показана схема вклю- 
чения такого измерительного устройства И в систему 
-управления, а на рис. 9.27 изображена схема этого 
устройства. 

Принцип действия его заключается в том, что, напри- 
мер, при уменьшении собственной частоты выходной сиг- 

р BD > Ales 

Pi, 

— el, MC | 
+ |7 K nomexuuo- 

метру HQ- 
CMpOUKU 

ly, AP >| ANB $ 
ит 

Рис. 9.27. Устройство для измерения собственной 
частоты колебаний системы: 

ДПВ — двухполупериодный выпрямитель 

нал низкочастотного фильтра НФ превышает выходную 
величину высокочастотного фильтра ВФ и двигатель 
интегрирующей следящей системы ИСС перемещает потен- 
циометр настройки К, в сторону увеличения. При повы- 
шении собственной частоты сигнал высокочастотного 
фильтра будет превышать сигнал низкочастотнохо и дви- 
жок потенциометра будет перемещаться в противополож- 
ном направлении. 

При разработке СНС с переменным коэффициентом 
усиления необходимо иметь в виду то обстоятельство, 
что чрезмерное увеличение коэффициента усиления в ли- 
нейных системах может привести к потере устойчивости. 
Поэтому в системы такого типа обычно преднамеренно 
вводятся нелинейные звенья с ограничением или приме- 
няются специальные релейные схемы. 

Во многих случаях объект управления бывает доста- 
точно подробно изучен, что позволяет составить его мате- 
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матическое описание или построить, физическую модель. 
Применение модели дает возможность построить СНС 
с большей точностью работы, скоростью выхода на опти- 
мальный режим, позволяет иногда устранить поисковые 
колебания. 

Методы построения СНС с моделью получили широкое 
развитие. Принцип построения таких систем и особен- 
ности их работы иллюстрируются далее конкретными 
схемами. 

Среди разрабатываемых СНС с замкнутым циклом 
преобладают поисковые системы как экстремальные, так 
и неэкстремальные, которые производят настройку кор- 
ректирующих элементов на основании анализа реакции 
системы на поисковые воздействия. 

Поисковые системы с экстремальной самонастройкой 
являются одними из наиболее совершенных, но отли- 
чаются значительной сложностью; их реализация стал- 
кивается с техническими трудностями, особенно при боль- 
шом числе регулируемых параметров. Практически по- 
исковые экстремальные системы представляют собой 
сочетание оптимизатора (обычно многоканального) одного 
из рассмотренных в § 9.1 видов с корректирующим 
устройством, осуществляющим за счет изменения пара- 
метров системы компенсацию влияния внешних и внут- 
ренних возмущений на свойства объекта. Таким образом, 
поисковые СНС содержат в качестве основных узлов уже 
известные устройства и не требуют специального изучения. 

В задачах управления часто встречаются случаи, когда 
исключается возможность применения поисковых колеба- 
ний вследствие снижения качества конечного продукта, 
повышенного износа подвижных частей объекта управле- 
ния и т. п. В таких случаях необходимо либо применять 
специальные беспоисковые способы самонастройки, либо 
осуществлять самонастройку с помощью моделей или вы- 
числительных устройств. 

Одним из ‘удобных и достаточно простых методов 
построения беспоисковых СНС является оптимизация ре- 
жима работы управляемого объекта с помощью так назы- 
ваемого дифференциального принципа или дифферен- 
циальных СНС [9.19]. Дифференциальными такие системы 
названы в силу того, что закон регулирования форми- 
руется в них с помощью анализа разности двух величин. 
Для получения такой разности статическая экстремаль- 
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ная характеристика сравнивается, как описано’ ниже, 
либо с аналогичной смещенной характеристикой, либо 
с деформированной характеристикой. 

Дифференциальные СНС со смещенной экстремальной 
характеристикой применяются в тех случаях, когда 
объекты регулирования сравнительно просто поддаются 

Х;ДХ xy Холт x 

x,+Ax |e” a! | 

Рис. 9.28. Дифференциальная само- 
пастраивающаяся система: 

WwW, Wi — линейная и нелинейная части 

системы; 

К, Ky, Ke — усилители 

моделированию. Обычно в таких системах применяют две 
модели, хотя работоспособность системы сохраняется и 
при действии одной модели, но с понижением точности 
настройки на экстремум. 

На вход моделей М, и М: (рис. 9.28, а), помимо сиг- 
нала х, непрерывно подаются одинаковые по величине, 
но противоположные по знаку приращения Ах, в резуль- 
тате чего статические экстремальные характеристики 
моделей смещаются влево или вправо по отношению 
к статической’ характеристике регулируемого объекта 
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(рис. 9.28, 6). Принцип действия такой системы заклю- 
чается в следующем. 

Из рис. 9.28, 6 видно, что экстремум статической 
характеристики y =f (x) имеет место при у’ =”. Поэтому 
измеренные специальными датчиками, установленными 
на каждой модели, значения и/’и у” подаются на устрой- 
ство вычитания. Величина У — у” будет изменяться по 
кривой [, причем при и’ — и’ =0 управляющее воздейст- 
вие равняется Xon;, соответствующему максимуму стати- 
ческой характеристики. Следовательно, конечная цель 
работы контура самонастройки дифференциальной системы 
сводится к изменению с помощью исполнительного меха- 
низма ИМ корректирующих параметров системы таким 
образом, чтобы поддерживалось условие и’ — y” =0. 

К достоинствам таких дифференциальных СНС следует 
отнести также инвариантность по отношению к возмущаю- 
щим воздействиям [; и к систематической ошибке измере- 
ния критерия оптимальности Yj. 

Дифференциальные системы с деформацией статической 
характеристики обладают тем достоинством, что они не 
требуют применения моделей, но по своим качественным 
показателям менее совершенны, чем дифференциальные 
СНС со смещением характеристик. Деформация характе- 
ристики может быть достигнута за счет применения допол- 
нительного усилителя, коэффициент усиления которого 
отличается от коэффициента усиления основного .канала. 
В таких системах рабочая точка удерживается на неко- 
тором удалении от экстремума. 

Аналитические самонастраивающиеся системы [9.15]. 
Контроль за изменениями динамических свойств объекта 
управления, возмущающих воздействий и других пере- 
менных факторов, а также определение характера после- 
дующих действий контура самонастройкн с большим 
успехом осуществляется с помощью вычислительных ма- 
шин. Вычислительные устройства аналитически решают 
задачу оптимизации исследуемой системы и вырабаты- 
вают управляющие сигналы для контура самонастройки. 
Такие системы стали называть аналитическими СНС. 

Благодаря болышим возможностям в улучшении каче- 
ства работы таких систем они в последнее время интен- 
сивно развиваются, в связи с чем появилось значитель- 
ное количество их разновидностей. Рассмотрим наиболее 
характерные способы построения аналитических СНС. 
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СНС с подстройкой ко входному сигналу, 
Функциональная схема такой системы представлена на 
рис. 9.29, где О — объект, УУ — управляющее устройство. 
Предположим, что эта система находится под воздейст- 
вием входного сигнала, являющегося суммой двух состав- 
ляющих: полезной составляющей x(t) и случайной помехи 
п (Е), вероятностные характеристики которой известны. 
Вычислительное устройство ВУ. служит для определе- 
ния значения оптимальной импульсной переходной харак- 
теристики & (№ „т. Текущее значение импульсной переход- 
ной функции w(t), вырабатываемое вычислительным 
устройством ВУ., сравнивается с W (№пт, а результирую- 

щий сигнал использует- 
ся управляющим устрой- 
ством YY для коррек- 
тировки параметров си- 

tft) y(t) стемы с целью прибли- 
>  зить импульсную пере- 

т ходную характеристику 
системы к оптимальной. 

BY. om BY, С течением времени 
динамическая точность 

—e-— системы будет BO3pa- 
_ стать, приближаясь к 

оптимальным  характе- 
ристикам. 

Системы с опре- 
делением динами- 

ческих характеристик. Принцип действия таких 
систем заключается в определении с помощью вычислитель- 
ных“устройств тех или иных характеристик и сравнении их 
с эталонными или оптимальными характеристиками. 
На основании этого сравнения осуществляется подстройка 
параметров системы, целью которой является максималь- 
ное приближение динамических свойств системы к же- 
лаемым. 

Оценка динамических свойств системы может быть 
сделана по ее частотным, переходным, статистическим и 
другим характеристикам. Для этого система должна со- 
держать специальные устройства контроля характеристик, 
которые чаще всего строятся на основе вычислительных 
устройств. В подавляющем большинстве случаев автома- 
тическое измерение характеристик системы осуществляется 

уу 

Рис. 9.29. Схема СНС с подстройкой 
ко входному сигналу 
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с помощью искусственных поисковых составляющих вы- 
ходного сигнала или естественных колебаний его, вызы- 
ваемых случайными помехами на входе. Например, для 
определения частотных характеристик обычно используют 
естественные или искусственные гармонические составляю- 
щие выходного сигнала, импульсные характеристики 
определяют с помощью импульсного пробного сигнала. 

На рис. 9.30 представлена функциональная схема ана- 
литической СНС с определением частотных характеристик. 
Система строится в предположении, что изменения па- 

Alt) + м У о. ylt) 

Рис. 9.30. СНС с определением частот- 
ных характеристик, управляющая объек- 

том О 

раметров под влиянием внешних возмущений являются 
медленными, вследствие чего коэффициенты частотной ха- 
рактеристики системы можно считать постоянными. 

Частотная характеристика системы определяется ее 
вещественной и мнимой частями 0 (w) и У (в) (см. $ 4.2). 
При наличии гармонической составляющей сигнала а sin yt 
на входе системы ее выходной сигнал будет содержать 
компоненты al (1) sin yf, совпадающую по фазе с входным 
сигналом, и aV (1) с0$1 фаза которой сдвинута на 90°. 
В соответствии с этим в состав схемы СНС входят узко- 
полосные фильтры MP, и Ф,, настроенные на частоту 1 и 
предназначенные для выделения гармонических составляю- 
щих входного и выходного сигналов. Выделенные сиг- 
налы поступают на вычислительное устройство ВУ, опре- 
деляющее соотношение их амплитуд и сопоставляющее 
фазы. Сигнал от BS’ поступает на корректирующее уст- 
ройство КУ. 

В качестве фильтров ©, и Ф, целесообразно приме- 
нить синхронные детекторы с гармоническим опорным 
напряжением частоты 1, которые содержат множительные 
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устройства и осуществляют перемножение основного и 
опорного сигналов. Полоса пропускания таких устройств 
может быть сделана очень узкой (вплоть до тысячных 
долей герца). На рис. 9.31 изображена схема устройства 
для измерения частотных характеристик, реализованная 
с помощью синхронных детекторов [9.9]. Достоинством 
такого устройства является простота выделения вещест- 
венной и мнимой частотных характеристик — для этого 
достаточно в соответствующих синхронных детекторах СД; 
и СД. воспользоваться опорными напряжениями, сдвину- 

и) Re y(t) 

Рис. 9.31. Схема устройства для измерения час- 
тотных характеристик системы, управляющей 

объектом О: 

Х — блоки умножения; © — фильтры 

тыми по фазе на 90° друг относительно друга (в данном 
случае они пропорциональны sinyt и cos yt). Выходные 
сигналы с синхронных детекторов поступают в делитель- 
ные устройства Д! и Д», откуда величины U (1) и И (1) пере- 
даются в вычислитель поправок (см. рис. 9.30), где они 
сравниваются с заданными. Разностные сигналы, полу- 
ченные в ВУ, используются для управления корректи- 
рующим устройством КУ с целью приближения текущих 
частотных характеристик к заданным. 

В случае необходимости контролировать частотные свой- 
ства системы при нескольких значениях частоты 1 можно 
применить нэсколько каналов, аналогичных рис. 9.31. 

СНС с определением импульсных характеристик pea- 
лизуются несколькими способами. При этом СНС во всех 
случаях имеют общий принцип действия, основанный на 
сравнении текущей импульсной характеристики с задан- 
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ной, а отличаются OHH, в основном, способом измерения 
действительной импульсной характеристики. 

Один из возможных [9.12] способов автоматического 
определения импульсной характеристики системы основан 
на применении принципов статистической корреляции. 
Он состоит в анализе взаимной корреляционной функции 
входного Хх (Г) и выходного y(t) сигналов с помощью вы- 
числительного и измерительного устройств ВУ и ИУ, 
когда.входной сигнал представляет собой белый шум ма- 
лой амплитуды, полученный от генератора белого шума 
ГБШ (рис. 9.32). 

Если полоса частот белого шума на входе системы 
значительно превышает диапазон частот управляемой 
системы, то автокорреляционная функция является 5-функ- 
цией, а значит, взаимная 
корреляционная функция 
представляет собой им- 
пульсную характеристику 
системы. Необходимое мно- 
жество таких точек может 
быть получено введением 
дополнительных каналов, 
соответствующих  различ- 
НЫМ с. Рис. 9.32. СНС с определением 

Оценку импульсной ха- импульсной характеристики 

рактеристики чаше всего - 
производят на основании какого-либо критерия качества. 
Когда текущее значение критерия качества отклоняется 
от заданного, вычислительное устройство ВУ обеспечивает 
изменение параметров корректирующего устройства в тре- 
буемом направлении. 

Системы, построенные на основе методов статисти- 
ческой динамики, обладают хорошими характеристиками, 
однако их применение затрудняется в тех случаях, когда 
время отклонения параметров системы слишком мало по 
сравнению с временем действия корреляторов, а также 
когда нежелательно присутствие широкополосного шума 
на выходе системы. | 

Аналитические СНС сэкстремальной под- 
стройкой параметров. При создании таких систем 
могут быть применены рассмотренные ранее методы опти- 
мизации по принятому критерию оптимальности, т. е. 
способы поиска экстремума некоторой функции качества 

(6) + пс (8) 
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О за счет изменения переменных параметров системы. 
При этом в качестве составной части контура самона- 
стройки могут быть применены как известные схемы оп- 
тимизаторов, так и вычислительные устройства. Среди эк- 

стремальных СНС боль- 
шой интерес представ- 
ляет система с подстрой- 

кой по методу градиента 
[9.8] и с вычислением 
компонент градиента с 
помощью вспомогатель- 
ного оператора, которая 
достаточно полно харак- 

Рис. 9.33. Схема аналитической эк- Теризует основные осо- 
стремальной СНС с подстройкой по бенности аналитических 

методу градиента экстремальных CHC. 
Схема такой системы 

представлена на.рис. 9.33. Функция качества здесь вы- 
брана зависящей от ошибки = системы О = М} (=). Задача 
контура самонастройки заключается в определении ско- 
рости изменения каждого из настраиваемых параметров 
8; системы таким образом, чтобы эта скорость была 
пропорциональна соответствующим компонентам мгновен- 
ного вектора градиента функции качества 

y(t} 
==> 

p= ale (9.18) 

Дифференцируя выражение для функции качества, 
можно определить составляющие вектора градиента 

OQ __ ,,0f(e) oe Ra WHO. (9.19) 

- Дифференцирование системы уравнений 

y=W.(a)z; z=W, (Ble; в=х— и (9.20) 

дает возможность определить 0д=/08;. Тогда из (9.20) по- 
лучаем: 

Se Ибо + WW В. (9.21) 

Управляющее воздействие х не зависит от параметров 
системы В;, поэтому из третьего равенства системы (9.20) 
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имеем: 

После простейших преобразований из (9.21) находим: 

9 Wea), OW (8) 
ОВ: 1 We (=) к (8) О. 

ИЛИ 

Oe 8; =— У (a, B)e, (9.22) 

где 

W. a OW « W (a, 8) = (a) OW (8) 
Г-Н We (a) Wx (8) OB; 

Вспомогательная модель W.(y) функционирует анало- 
гично контуру самонастройки самой системы. Реакция 
модели сравнивается с реакцией` объекта, а сигнал рас- 
согласования используется для настройки параметров 
модели таким образом, чтобы свести рассогласование 
к минимуму, т. е. чтобы поведение модели соответство- 
вало протеканию процесса в объекте. 

Поскольку параметры модели отражают параметры 
объекта управления, они могут быть использованы вычис- 
лительным устройством ВУ для определения параметров 
корректирующего устройства. 

Преимущества рассмотренного метода заключаются 
в отсутствии пробных возмущений и в возможности уско- 
рения и упрощения процесса вычисления компонент гра- 
диента с помощью сравнительно простого вспомогательного 
оператора. 

$ 9.3. САМООРГАНИЗУЮЩИЕСЯ СИСТЕМЫ 

Значение самоорганизующихся систем (см. § 2.2) трудно 
переоценить. В силу самого принципа действия такие 
системы обладают чрезвычайно высокой надежностью, гиб- 
костью, способностью автоматически, без вмешательства 
человека исправлять случайные ошибки, допущенные при 
ее синтезе, осуществлять работу при минимальной априор- 
ной информации, T. е. в условиях начальной неопреде- 

ленности. 
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Одна из характерных особенностей самоорганизую- 
щихся систем заключается в том, что, как уже было 
отмечено в § 2.2, они воспроизводят отдельные черты 
поведения живых организмов. В связи с этим при опи- 
сании поведения и свойств технических самоорганизую- 
щихся систем весьма широко употребляются термины и 
понятия, заимствованные из.биологии и физиологии. 

Разработка принципов построения и практическая 
реализация самоорганизующихся систем представляют 
собой весьма сложную задачу, в связи с чем в настоящее 
время такие системы пока не получили широкого распро- 
странения среди технических систем автоматического 
управления. Однако самоорганизующиеся системы уже 
применяются в качестве моделей при изучении сложных 
биологических, экономических и других объектов, а их 
очевидные преимущества требуют настойчивой и квали- 
фицированной работы с целью быстрейшего их развития. 

Биологические самоорганизующиеся системы широко 
представлены в живых организмах многочисленными про- 
цессами регуляции, поддерживающими отдельные суще- 
ственные характеристики организма (температуру тела, 
химический состав и давление крови и др.) в заданных, 
обычно довольно узких пределах. `Это необходимо для 
обеспечения жизнеспособности организма при изменении 
внешних условий. Такое свойство живого организма полу- 
чило название гомеостазиса, а соответствующие системы 
принято называть гомеостатическими. Их нормальное 
функционирование осуществляется с помощью отрица- 
тельных и положительных обратных связей. 

У. Р. Эшби построил техническое устройство, обла- 
дающее свойством гомеостазиса и названное поэтому 
гомеостатом. Гомеостат Эшби вследствие своей нагляд- 
ности, универсальности и общности принципа действия 
стал почти классическим примером самоорганизующейся 
системы, поэтому дальнейшее изучение таких систем будем 
проводить преимущественно на этом примере. 

Гомеостат [9.6] представлял собой совокупность четы- 
рех одинаковых блоков, каждый из которых содержал 
подвижный электромагнит, поворачивающийся под воздей- 
ствием токов, протекавших по его четырем обмоткам. Угол 
поворота каждого из магнитов от некоторого нулевого 
положения служил выходной координатой x; соответ- 
ствующего блока. На магнитах жестко закреплялись ука- 
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зательные стрелки, которые одновременно являлись движ- 
ками потенциометров, что позволяло достаточно просто 
преобразовать механическое перемещение магнитов в элек- 
трический сигнал. Каждый из полученных электрических 
сигналов, пропорциональных угловым перемещениям маг- 
нитов, передавался на обмотки остальных трех магнитов 
через потенциометры с переключателями так, что переда- 
ваемый сигнал мог изменяться по величине и знаку. 
Кроме того, каждый блок имел цепь собственной обрат- 
ной связи, коэффициент а; которой также мог меняться 
по величине и знаку. 

Таким образом, на вход каждого из блоков (в обмотки 
электромагнита) подавались преобразованные выходные 
сигналы всех блоков, а угол поворота магнита определялся 
суммарным влиянием всех токов, протекающих в его 
обмотках. Другими словами, гомеостат характеризовался 
наличием всех возможных связей между блоками (рис. 9.34). 

Поведение такой системы можно представить уравне- 
HHAMH 

ах 
| т = @11А -- О15Хо —- Q13X3 +- САХ, 

ах» 
Wt = Чл! + зо Хо = Q93X3 —- Ч: Ха, 
ie. (9.23) 
We = Q31%1 —- AgXo —- Q33%3 + AgiX4, 

dx 
at = Ay %1 —- Ч 45Хо + Ay3X3 + Ча. 

2 

Здесь коэффициенты а; определяют долю выходного 
сигнала j-ro блока, передаваемого на вход 1-го блока, 
причем — 1 = а;, = 1 

Система (9.23) может быть представлена в матричной 
форме 

X; =Ах, (9.24) 

где 
а! а131зА 1: 

Чл Азз@» 

231032033034 

Agi AyrAy3Qys 

Цель работы гомеостата, который являлся демонстра- 
ционным прибором, заключалась в автоматическом поиске 
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устойчивого состояния, т. е. в обеспечении работоспособ- 
ности системы с неопределенной исходной структурой за 
счет изменения коэффициентов а;;. Однако даже такое 
сравнительно простое устройство обладало целым рядом 
принципиальных особенностей, качественно отличавших эту 
систему от существовавших ранее докибернетических систем. 

Среди таких особенностей в первую очередь следует 
отметить избыточность структуры гомеостата. Исключи- 
тельно высокая надежность и высокая способность к адап- 

Ay, 

[ a, = 7 

(2 

ml vil 
> Г gv o 

y a9 
a 273 

>, м 

| ||. 

3 Ш 

ПС Day 233 

Рис. 9.34. Схема гомеостата Эшби 

тации живых организмов главным образом обеспечиваются 
за счет избыточности в нервных и мышечных тканях. 
Избыточность в гомеостате достигается за счет того, что 
каждый из настраиваемых коэффициентов Q;; может при- 
нимать несколько значений, а общее количество всех воз- 
можных сочетаний таких значений коэффициентов состав- 
ляет 390625. 

Другая важная особенность гомеостата состоит в ста- 
тистическом характере поиска устойчивого состояния. 
Скачкообразное изменение автоматически настраиваемых 
коэффициентов Q;; производилось по случайному закону 
до тех пор, пока случайным образом не было найдено 
удовлетворительное решение: сочетание их, обеспечивавшее 
устойчивость исследуемой системы. Применение вероятно- 
стного поиска придает кибернетическому устройству важ- 
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нейшее свойство — способность целенаправленно добиваться 
нужного результата при отсутствии априорной информации 
о свойствах системы и условиях ее работы. Это позволяет 
говорить о том, что гомеостатические системы действуют 
непредсказуемым образом, что порядок их работы заранее 
не определен конструктором. Оставляя в стороне вопрос 
о спорности этого утверждения (некоторые авторы, напри- 
мер Поль Косса [9.2], утверждают, что и в этом случае 
поведение машины целиком предопределено конструктором), 
отметим лишь универсальность свойств таких систем, 
позволяющих им решать поставленную задачу на основе 
лишь текущей информации о процессах управления. Это 
обстоятельство также роднит гомеостатические системы 
с высокоорганизованными живыми организмами. 

Таким образом, основная качественная особенность 
гомеостата заключается в том, что он способен целеустрем- 
ленно действовать в непредсказуемых условиях, автома- 
тически добиваясь поставленной цели и не успокаиваясь 
вплоть до ее достижения. Поскольку целью гомеостата 
являлось отыскание устойчивых соётояний, то указанное 
свойство целенаправленного поведения системы Эшби на- 
звал ультгаустойчивостью. Это понятие является одним 
из важнейших для адаптивных систем. Термин «ультра- 
устойчивость» является, очевидно, слишком узким для 
характеристики указанных свойств адаптивных систем, 
так как задачей подавляющего большинства таких систем 
является не просто сохранение устойчивости, а достижение 
заданных областей или значений самых различных кри- 
териев качества. Поэтому правильнее было бы применять 
более общий термин, однако в силу традиций в дальней- 
шем будем пользоваться словом «ультраустойчивость», 
вкладывая в него в необходимых случаях более широкий 
СМЫСЛ. 

Рассмотрим более подробно понятие ультраустойчи- 
вости. Для удобства и наглядности описания поведения 
гомеостатической системы воспользуемся методом фазового 
пространства (см. § 8.2) в применении к гомеостатической 
системе второго порядка, уравнения движения которой 
имеют вид 

x | 
т == Ay1X1 + AyoXa, 

(9.25) 

т = AX Asks. ` 
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Графически поведение системы, характер которой зависит 
от сочетаний коэффициентов Q;;, можно представить фазо- 
выми траекториями на плоскости хх». 
~~ При некоторых сочетаниях переменных коэффициен- 
тов aj; система будет устойчивой, при других — неустой- 
чивой. Система будет обладать свойством ультраустойчи- 
вости, если неудачные решения автоматически отбрасы- 
ваются, а сочетания параметров с устойчивым протеканием 
процессов сохраняются. 

В соответствии с определением устойчивости (см. 6 8.5) 
система считается неустойчивой, если ее выходная. коор- 
дината возрастает при #—> со и отсутствии входного сиг- 
нала. Для технической реализации системы требуется 

6) А Ny 

7044 77/74 

Рис. 9.35. К понятию ультраустойчивости 

большая определенность, поэтому для рассматриваемых 
гомеостатических систем введем в эту общую формулировку 
ограничение, заключающееся в том, что система будет 
считаться неустойчивой, если хотя бы одна из коорди- 
нат X; превысит некоторое заранее заданное и допустимое 
для этой системы значение. 

Для придания свойства ультраустойчивости в систему 
(9.25) должно быть введено специальное переключающее 
устройство, осуществляющее скачкообразное переключе- 
ние параметров aj, каждый раз, когда фазовая траектория 
выйдет из допустимой, области, ограниченной предельными 
значениями х;. В устойчивом же состоянии система должна 
приходить в положение равновесия, с которым в даль- 
нейшем будет совпадать начало координат фазовой пло- 
скости. Линия, ограничивающая область допустимых зна- 
чений координат, называется границей переключения (за- 
штрихована на рис. 9.35). 

Предположим, что исследуется процесс, начинающийся 
в точке Мь на рис. 9.35, а. Процесс этот, как видно из 
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рисунка, будет неустойчивым, вследствие чего фазовая 
траектория пересечет границу переключения в точке M,. 
В момент пересечения переключающее устройство изменит 
случайным образом сочетание параметров а:,, в результате 
чего фазовый портрет системы примет BHA, изображенный 
на рис. 9.35, 6. Хотя в этом случае внутри контура имеется 
положение равновесия, новая фазовая траектория все же 
вновь пересечет границу переключения в точке My, что 
приведет к очередному срабатыванию переключающего 
устройства. Рис. 9.35, в показывает, что система теперь 
становится устойчивой, изображающая точка стремится 
к положению равновесия, поиск прекращается. 

Большое количество экспериментальных исследований, 
проведенных как самим Эшби с помощью гомеостата, так 
и другими авторами [9.10, 9.13] на моделях, позволило 
исследовать возможности гомеостатических систем, под- 
твердить их универсальность и исключительно высокую 
надежность. Гомеостат находил устойчивое состояние при 
различных дополнительных ограничениях, не учитываемых 
при его конструировании, например устойчивое состояние 
было найдено при жестком соединении двух подвижных 
магнитов друг с другом. 

Однако статистический характер поиска, применяемый 
в гомеостатических системах, обладает и рядом недостат- 
ков, ограничивающих возможности практического приме- 
нения таких систем. Одним из наиболее существенных 
недостатков является слишком большое время, затрачи- 
ваемое на поиск при большом количестве переменных Xi, 
т. е. при повышении сложности системы. Это время может 
достигать таких значений, что практически система не 
сможет найти устойчивое состояние в течение человече- 
CKOH ЖИЗНИ. 

Причина этого недостатка заключается в том, что 
с повышением сложности системы существенно снижается 
вероятность нахождения устойчивого состояния при оче- 
редном изменении коэффициентов а;,. Опыты Эшби пока- 
зывают, что вероятность нахождения устойчивого состоя- 
ния в гомеостатической системе со статистическим поиском 
приближенно определяется экспериментальным соотноше- 
нием 

Р==(5)", (9.26) 
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где п — порядок системы, совпадающий с числом пере- 
менных х. 

Вместе с тем можно показать, что обычно приводимые 
значения времени, требуемого на поиск устойчивого состоя- 
ния, представляют собой верхнюю границу. На прак- 
тике же они оказываются значительно меньше из-за раз- 
личного рода ограничений и в силу других причин. Кроме 
того, время случайного поиска можно сократить за счет 
применения специальной методики, позволяющей увели- 
чить вероятность нахождения устойчивого состояния. 
Одним Из наиболее перспективных методов сокращения 
времени случайного поиска следует хчитать создание 
мультиустойчивых систем, сущность которых заключается 
в следующем [9.6]. 

В сложной ультраустойчивой системе время поискового 
режима ‘оказывается очень большим в основном потому, 
что режим поиска по одной или нескольким перемен- 
ным х; приводит к потере имевшейся адаптации в осталь- 
ных блоках. В результате такого взаимного влияния 
блоков друг на друга вышедший из состояния равновесия 
блок через несколько переключений находит устойчивое 
состояние, но к этому времени поиск уже начался еще 
в нескольких блоках, а это в свою очередь может при- 
вести. к началу поиска в исходном блоке и т. д. Следо- 
вательно, сохранение адаптации в блоках, не подвергаю- 
щихся влиянию внешних или внутренних (например, 
неисправность блока) возмущений, позволило бы значи- 
тельно сократить время поискового режима. 

В сложных системах, насчитывающих большое, число 
переменных, возмущения или изменение условий работы 
непосредственно отражаются лишь на небольшом числе 
переменных. Если бы удалось осуществить поиск только 
по переменным, подвергшимся возмущениям, сохранив 
адаптацию остальных переменных, то время поиска ока- 
залось бы сравнительно нэбольшим. Например, если 
в сложной системе, состоящей из 100 переменных, BO3- 
мущение действует на переменные Xo, X14, X3g, X17, Ха, TO 
требуется сгруппировать эти переменные в ультраустой- 
чивую подсистему. Если же в дальнейшем возмущения 
влияют, допустим, на 7 других переменных х;, то ультра- 
устойчивая система должна быть образована именно из них. 
Такое последовательное перэгруппирование подвергшихся 
воздействию возмущений переменных во временные ультра- 
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устойчивые подсистемы, в которых производится поиск 
устойчивого состояния, было названо дисперсией режимов. 
Системы, обладающие дисперсией режимов, называют 
мультиустойчивыми. 

Известно [9.1], что физически дисперсию можно полу- 

чить в случае, если все функции ani, кроме входных 

функций блоков, образующих ультраустойчивую подсис- 
тему, обратить в нуль в момент начала случайного поиска. 
Тогда во время поиска все переменные х;, кроме образую- 
щих ультраустойчивую подсистему, будут сохранять свое 
постоянное значение. Однако, несмотря на утверждение, 
что осуществить дисперсию таким путем довольно легко, 
до сих пор, насколько известно, такая мультиустойчивая 
система не была построена. 

Более проста для технической реализации схема мульти- 
устойчивой системы, основанная на развитии метода по- 
следовательного случайного поиска [9.21]. В сущности 
системы с последовательным случайным поиском пред- 
ставляют собой частный случай мультиустойчивой системы, 
в которой временные ультраустойчивые подсистемы состоят 
всего из одной переменной. На рис. 9.36 представлена 
схема модели такой мультиустойчивой системы для слу- 
чая, когда ультраустойчивые подсистемы могут состоять 
из любого числа блоков, подвергающихся возмущениям, 
о которых может быть получена текущая информация. 

Принцип работы такой системы заключается в том, 
что дисперсия режимов обеспечивается здесь не за счет 

| . АХ; 
обращения в нуль функций it? а за счет отключения 

механизмов переключения параметров а;; во всех блоках, 
не подвергающихся влиянию возмущений. Достоинством 
такой системы является то, что в процессе поиска не 
накладывается никаких ограничений HH на переменные X;, 

ах; 
ни на функции it блоков, не участвующих в поиске. 

‚Ультраустойчивая подсистема ищет устойчивое состояние 
в нормальных условиях работы системы в целом. 

Потеря адаптации в одном или группе блоков будет 
иметь место в случае кратковременного воздействия со 
стороны входа достаточно сильных возмущений, выводя- 
щих соответствующие переменные x; из области устойчи- 
вости. Случай долговременного влияния возмущений, 

13 Р. А. Сапожников 385
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выводящих соответствующие переменные из состояния 
устойчивости, рассмотрению не подлежит, поскольку при 
этом, сколько бы система ни осуществляла изменение 
настраиваемых параметров а;,, неуправляемое возмущение 
будет удерживать х; за пределами области устойчивости. 

Модель гомеостатической системы может быть реали- 
зована с помощью известных способов построения таких 
систем на базе аналоговых вычислительных машин. Для 
простоты и наглядности схема, представленная на рис. 9.36, 
построена с применением электромеханических и электрон- 
ных релейных устройств, но с таким же успехом она 
может быть воспроизведена и на основе бесконтактных 
переключающих устройств. Не останавливаясь подробно 
на описании работы модели в обычных режимах гомео- 
статической системы (такие описания имеются в литера- 
туре [9.10]), рассмотрим лишь принцип образования вре- 
менных ультраустойчивых подсистем, предположив для 
определенности, что возмущение f первоначально выводит 
из области устойчивости блок / с переменной x. 

При построении модели принято, что автоматически 
настраиваемыми коэффициентами а;, служат диагональ- 
ные коэффициенты а;; (1==1, 2, 3, 4), значения которых 
изменяются по случайному закону посредством переклю- 
чающего устройства ПУ;, управляемого с помощью реле 
P, (Е =Т, П, ПШ IV). Границы контура переключения 
системы устанавливаются за счет изменения характеристик 
нелинейных блоков НБк, питающих реле P,. 

Для сохранения адаптации в блоках [1], I/II, IV 
с началом поиска в блоке / реле P; своими нормально 
замкнутыми контактами ЗР‚ 4P; и SP; размыкает цепи 
управления pene Ри, Риии Pry, вследствие чего пара- 
метры а», @з и Qy будут сохранять свое значение 
независимо от состояния переменных Xz, Жи X,. Если же 
возмущающее воздействие влияет одновременно на блок / 
и блок //, то текущая информация о возмущениях, 
измеренная с помощью измерителей И! и И», используется 
для управления срабатыванием релейных устройств Py, 
и Р., которые контактами 2P; и 2Ри шунтируют соответ- 
ственно цепи ЗРи, ЗРи, ЗРиуи ЗРь 4P 77, 4Руу, обеспе- 
чивая срабатывание реле P; u Ри. В свою очередь, кон: 
такты /P, и ГР. шунтируются контактами самоблокировки 
2Рги 2Ри, чтобы поиск в выведенных из устойчивого 
состояния блоках не прерывался после прекращения 
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воздействия возмущений, если блоки еше не успели 
прийти в положение равновесия. | 

Нетрудно видеть, что аналогичным образом схема 
будет работать при любых комбинациях переменных х;, 
подвергающихся влиянию возмущений и при любом их 
числе. о 

Отметим также, что принятый в схеме (см. рис. 9.36) 
способ построения позволяет аналогичными средствами 
осуществить ‘и дисперсию режимов за счет обращения 

. ах 
в нуль функций a блоков, в которых необходимо сохра- 

нить адаптацию. 
Таким образом, мультиустойчивые системы, обладая 

не худшей способностью к приспособлению по сравнению 
с обычными ультраустойчивыми системами, требуют вместе 
с тем гораздо меньшего времени поиска при болыном 
числе переменных, что делает принцип ультраустойчивости 
практически осуществимым. 

На основе исследования простейших гомеостатических 
систем разработаны чрезвычайно важные и сложные 
принципы построения иерархичных ансамблей систем. 
Принцип иерархичности управления заключается в много- 
ступенчатом построении управляющих систем с соподчи- 
ненными подгруппами систем с разными «уровнями» 
управления. С переходом в подсистему более низкого 
«уровня» информация  конкретизируется, уточняется 
и употребляется для управления отдельными устройствами 
или для решения частных задач, промежуточных действий 
HT. J. 

Большое научное и практическое значение имеют 
также работы по построению и исследованию самоорга- 
низующихся систем, являющихся моделями нервных сетей. 
Для построения таких систем строятся электрические 
модели нейронов, применяются различные вероятностные 
элементы, из которых создаются системы условной вероят- 
ности, поведение которых во многом совпадает со свойст- 
вами высших организмов. 

Пример. Гомеостатические системы были применены для авто- 
матизации процессов конструирования АУС [9.13]. Как правило, 
структура и параметры части проектируемой системы строго детер- 
минированы и не подлежат изменению (например, характеристики 
объекта управления, исполнительного двигателя и т. д.). Поэтому 
задача проектировщика сводится к синтезу стабилизирующих 
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и корректирующих устройств, которые в совокупности с детермини- 
рованной частью системы должны образовать систему автомати- 
ческого управления, обладающую заданными динамическими и ста- 
тическими свойствами. Задача определения передаточной функции 
стабилизирующих и коррсктирующих элементов может быть решена 
машинным методом с помощью гомеостатической системы; автома- 
тически подбирающей параметры этих частей в соответствии 
с поставленными требованиями. 

Уравнение детерминированной части системы набирается на 
аналоговой вычислительной машине, к которой присоединяется 
модель гомеостатической системы, перестраивающая случайным 
образом структуру и параметры на основе информации о регули- 

: aol | и//р) We (0) 

а) 

|| W. a 3 (р 7 

6) | 

Рис. 9.37. К при- 
меру применения 
гомеостатической 

системы 

руемой величине. Слёдует отметить, что таким образом может быть 
синтезировано линейное корректирующее устройство, которое может 
компенсировать и влияние нелинейных элементов детерминирован- 
ной части. 

Пусть необходимо определить передаточную функцию Wy, 
корректирующего устройства, имеющего назначением подавление 
автоколебания в релейной системе, структурная схема которой 
представлена на рис. 9.37, а. Передаточные функции отдельных 
звеньев этой системы определяются выражениями: 

— . — Ky . — К У, =. У ТРЕ; Ws (P)= ТЕТ, 

rye Г! = T, = | сек, T, = 0,1 сек, Ky, = А; ==1. 

Автоматический синтез был осуществлен с помощью модели 
простейшей гомеостатической системы, состоящей из двух блоков 
и подключенной параллельно релейному элементу и звену W, (р). 
На вход второго блока был подан сигнал y,, а выходной сигнал 
этого же блока поступал на вход релейного элемента, Задача авто- 
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матического синтеза была решсна в течение 3 мин 20 сек (за 5 цик- 
лов), в результате чего были’ получены значения коэффициентов 
а11 = gg = Ay, = Ay, = — |. 

Уравнение корректирующего устройства получает вид 

ах 
Е =X, НХ», 

ах 
= + %2+ У, 

откуда персдаточная функция 

_ Р-! = 0-2. 

На рис. 9.37, б кривой 2 представлен переходный процесс 
скорректированной релейной системы при скачкообразном измене- 
нии входного сигнала, а кривая [ определяет характер переходного 
процесса в нескорректированной системе. 

$ 9.4. ОБУЧАЮЩИЕСЯ СИСТЕМЫ 

Системы, предназначенные для целенаправленного 
совершенствования структуры, параметров или алгоритма 
действия на основе анализа накапливаемой в процессе 
функционирования информации, составляют весьма важный 
и получающий все большее практическое значение класс 
обучающихся автоматов. Создание сложных обучающихся 
систем управления, способных автоматически вырабаты- 
вать наиболее оправданную линию своего поведения при 
изменяющихся внешних условиях, является важнейшим 
достижением технической кибернетики. Обучение можно 
рассматривать как вид организации систем, более совер- 
шенной по сравнению с адаптацией устройств, рассмот- 
ренных ранее. 

Процесс обучения будет успешным лишь в случае, 
если на обучающуюся систему воздействуют сигналы 
внешней корректировки («поощрение» или «наказание»), 
фиксирующие целесообразность предпринятых действий. 
В самообучаемых системах такая внешняя корректировка 
отсутствует. 

Характерная особенность поведения обучающихся 
систем заключается в том, что вначале машина обычно 
ничего «не знает» об условиях работы, но с течением 
времени, используя различные виды автоматического 
поиска с анализом его результатов, она накзпливает 
информацию и применяет ее для корректировки своих 
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действий. Процесс обучения в большинстве случаев можно 
рассматривать как процесс последовательных приближений. 

Наиболее важной и развитой группой обучающихся 
систем в настоящее время являются системы обучения 
распознаванию образов, которым посвящено большое 
количество трудов. Идея построения таких систем перво- 
начально была выдвинута Розенблатом [9.4] и им реали- 
зована в виде модели, обладающей свойствами обучения 
и самообучения и названной перцептроном*. Это: название 
было припято и для обозначения последующих аналогич- 
ных систем. 

В основу действия перцептрона положены сформули- 
рованные Розенблатом теоремы, в соответствии с которыми 
функция памяти человека распределена случайным обра- 
зом среди большого количества одинаковых ассоциирую- 
щих элементов и начальная неопределенность организации 
мозга при рождении очень велика, мыслящий организм 
вырабатывает понятия и алгоритм своих действий в окру- 
жающей обстановке в результате обучения и накопления 
опыта. 

Перцептрон представлял собой статистическую само- 
обучаемую систему со случайными связями между основ- 
ными элементами. Схема простейшего перцептрона при- 
ведена на рис. 9.38 [9.14]. Он состоит из рецепторов Р, 
ассоциативных элементов А, усилителей К с переменным 
коэффициентом усиления, сумматоров 3) и выходных 
элементов Ю («реагирующих» элементов). 

Рецепторы выполняют функции датчиков устройства 
и служат для преобразования изображения в большое 
число электрических сигналов, поступающих в ассоциа- 
тивные элементы. На практике в качестве рецепторов 
обычно применяют фотоэлементы. 

Ассоциативное устройство состоит из набора одинако- 
вых пороговых элементов, число которых близко к числу 
рецепторов. Эти элементы имеют по несколько входов 
и одному выходу, причем каждый рецептор может быть 
подключен к данному А-элементу со знаком плюс или 
минус, либо вообще не подключен. Характер связей 
между рецепторами и А-элементами является случайным, 
но в ходе эксперимента не изменяется. Задача ассоциа- 

* Этот термин берет начало от латинского слова perception— 
понимание, познание. 
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тивных элементов здесь сводится к алгебраическому сум- 
мированию входных сигналов. Если полученная сумма 
оказывается больше некоторой величины ©, то А-элемент 
возбуждается, вырабатывая выходной сигнал, равный 

Р 9 

АА: 
7 \ 7 
SAA 
| А k 

Ke у —_ 
ge ОХ 

Ки] = = oe pt 
У: 
КДИ King 

Рис. 9.38. Схема перцептрона 

единице. В противном случае выходной сигнал равен 
нулю (пороговый элемент сстается невозбужденным). 
Следовательно, выходной сигнал каждого. из А-элементов 

| » пм] 20, 

i= | 

y= (9.27) 
0 » Py jXi— в} < 0, 

[=] 

где коэффициент г;,, зависящий от характера связи между 
рецептором и j-M А-элементом, может принимать значе- 
ния -—-1; 0; —1. Выходные сигналы ассоциативных 
элементов через усилители с переменным коэффициентом 
усиления А,(Ё, может быть и меньше нуля) поступают 
в суммирующее устройство У, которое вырабатывает 
сигнал 

т 

= > Ар 
j=! 
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где т — число ассоциативных элементов. Сигнал в пере: 
дается на вход выходного элемента А, реакция г которого 
отвечает условию 

|] «s>0 
‚=| ° (9.28) 

О 6< 0. 

Таким образом, задача обучения перцептрона состоит 
в таком подборе коэффициентов А, чтобы z==1 при 
появлении на входе фигур одного образа и 2=0 при 
появлении фигур другого образа. (Для распознавания 
больше двух образов применяются несколько другие 
схемы, в основе которых лежит разбиение ассоциативных 
элементов на несколько групп.) Физически эта задача 
решается путем изменения смещений, подаваемых на 
усилитель А, причем в режиме обучения смещения 
изменяются человеком-учителем, а в режиме самообуче- 
ния —с помощью специальной обратной связи. 

Перцептрон может быть построен не только на основе 
случайных связей, но и в более специализированных 
вариантах. Возможности машин, обучающихся распознава- 
нию образов, исключительно велики: известны исследова- 
ния MO применению таких машин для распознавания 
радиолокационных ‘изображений, нефтеносных скважин, 
диагностики заболеваний, в читающих автоматах и Т. д. 

Процесс обучения машины распознаванию образов 
часто можно свести к опредзлению поверхности, выделяю- 
щей в п-мерном пространстве области, соответствующие 
различным образам. В этом случае распознавание обучен- 
ной машиной некоторого неизвестного изображения состоит 
в испытании этого изображения и в отыскании области, 
к которой относится данное изображение. Такой подход 
позволяет развить математическую теорию таких машин, 
выявляющую общность задач обучаемых систем и систем 
адаптации. В результате этого за последнее время были 
разработаны интересные и достаточно совершенные схемы 
обучаемых автоматов и систем, а также самосовершен- 
ствующихся программ управления, которые позволяют 
перейти к практическому прийенению таких устройств 
в системах автоматического управления. 

Большую группу обучающихся и самообучаемых систем 
составляют устройства, имитирующие поведение живых 
организмов, выработку условных рефлексов. Представи- 
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телями систем этого типа являются широко известные 
«животные» электронного «зверинца» (черепахи Грея Уол- 
тера, электронный «лис» Дюкрока, черепаха Стелла [9.15], 
системы лабиринтного типа, модели для исследования 
сложных условных рефлексов и целый ряд других. 

Широкие исследования существующих устройств этого 
типа и разработка новых принципов их построения имеют 
огромное значение для развития бионики. 

Обучающиеся системы находятся еще в ранней стадии 
своего развития, практическое их применение носит 
ограниченный характер, однако они являются основой 
для решения в будущем наиболее сложных задач управле- 
НИЯ. 

$ 9.5. ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 

Система, которая является оптимальной (см. $ 2.2) 
ло некоторому признаку, характеризующему ее работу, 
может оказаться не оптимальной по другим признакам. 
Будем рассматривать лишь системы, оптимальные в при- 
HATOM смысле, т. е. оптимальные по некоторому иаиболее 
существенному для каждой из них критерию качества. 

В связи е этим важное значение принимает вопрос 
о выборе критерия оптимальности, характеризующего 
эффективность управления. Такими критериями могут 
служить различные технические или экономические показа- 
тели, зависящие от условий работы системы. Например, 
точность ее работы, длительность переходного процесса, 
расход энергии, производительность объекта управления, 
себестоимость продукции или ее качество и т. п. 

Принято различать две группы критериев оптималь- 
ности: статистические критерии, применяемые для оценки 
эффективности функционирования систем при наличии 
случайных воздействий, и регулярные критерии. 

За последние годы широкое развитие, особенно 
в трудах советских ученых, получили статистические 
методы анализа и сиптеза оптимальных систем. В тех 
случаях, когда сигнал на входе системы является случай- 
ной функцией времени или при регулярном управляющем 
воздействии система подвержена воздействию случайных 
помех с произвольной точкой их приложения (источниками 
таких случайных помех часто оказываются и элементы 
исследуемой системы), выходной сигнал и функционалы, 
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определяющие качество системы, также оказываются 
случайными. Поэтому под оптимальной системой в стати- 
стическом смысле следует понимать динамическую систему, 
обеспечивающую наилучшее приближение выходного 
сигнала к требуемому преобразованию полезного входного 
воздействия, подверженного влиянию случайных помех. 
В этом смысле система становится оптимальной тогда, 
когда принятый критерий оптимальности, в качестве 
которого обычно выбирают какую-либо статистическую 
характеристику, достигает экстремума. 

Существует значительное количество статистических 
критериев оптимальности. Наибольшее распространение 
получил критерий минимума среднего квадрата ошибки 
е;, В соответствии с которым система оптимальна, если 
е? имеет минимум для каждого значения времени #. Очень 
часто на практике вместо среднего квадрата ошибки 
применяется тождественный ему критерий минимума 
среднеквадратичного значения ошибки (равного корню 
квадратному H3 ¢;). 

Указанный критерий обладает большой общностью 
при сравнительной простоте, что позволило с успехом 
применять его для решения большого числа практических 
задач. Он принадлежит к классу так называемых 
бейесовых критериев, с точки зрения которых система 
считается оптимальной, если выполняется условие мини- 
мума математического ожидания 

M [/(x,, y,)] = п, (9.29) 

где [/[— некоторая известная неотрицательная функция, 
не зависящая от свойств системы; 

х, — случайный сигнал на входе системы, являющийся 
суммой полезного сигнала и шума; ~ 

у; —случайный сигнал Ha выходе системы. 
Функция /[, называемая функцией потерь, или фиунк- 

цией цены ошибки, также является случайной. Левая 
часть выражения (9.29) называется средним риском. 

В зависимости от выбора функции потерь могут быть 
получены различные критерии оптимальности, позволяю- 
щие оценить и оптимизировать те или иные характери- 
стики системы. Например, критерий среднего квадрата 
ошибки получается. из бейесова критерия, если за функ- 
цию потерь принять 

L (Xt, Ys) == (4 — 9. (9.30) 
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Из бейесовых критериев можно также получить кри- 
терий, позволяющий обнаружить полезный сигнал в смеси 
(критерий Неймана — Пирсона), критерий минимума мате- 
матического ожидания числа выходов ошибки из задан- 
ных пределов в течение заданного интервала времени и 
ряд других [9.20]. 

Регулярные критерии оптимальности обычно прини- 
маются в виде некоторой функции от параметров или 
функционала от управляющих воздействий и обобщенных 
координат системы. Среди них широкое распространение 
получили интегральные критерии различного вида. Если 
автоматическая система описывается системой обыкновен- 
ных дифференциальных уравнений 

- ax; 
aol (X1, XQ, woe) Xny ил, U2, ... , и,), 

rye х1, Хз, ..., Xp,» — Координаты объекта, а Wy, из,..., И, — 
управляющие воздействия, то интегральным критерием 
может служить выражение [9.5] 

. tt 

| =\ f° (x1, XQ, ..., Xn, Uy, Ug, ... y u,) dt. (9.31) 

fo 

Здесь р (жа, №, ..., Ли, Ut, ..., U-)— известная функ- 
ция, выбор которой зависит от назначения системы и от 
того, какая ее характеристика считается наиболее суще- 
ственной. 

В ряде случаев задачей оптимальной настройки си- 
стемы является получение желательного переходного про- 
цесса. Одним из удобных и распространенных критериев 
для таких сиетем является обобщенный интегральный 
критерий 

со 

[=| Yaj,x;x, de, (9.32) | | 

где x; (i==1, 2, ..., п) — координаты системы; 
а; — постоянные коэффициенты. 

Величина / минимизируется за ‘счет изменения на- 
строечных параметров, в качестве которых могут быть 
приняты постоянные времени, коэффициент усиления. 

Процесс функционирования любого управляемого 
объекта состоит, в сущности, в последовательном пере- 
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ходе от одного состояния к другому, причем каждый: из 
таких переходов обычно может быть осуществлен мно- 
гими способами. Действующая таким образом система 
считается оптимальной, если управляющие воздействия, 
переводящие систему в новое состояние, будут организо- 
ваны так, что выбранный способ перехода окажется 
наиболее выгодным в принятом смысле. Оптимальное 
управление обеспечивает наивыгоднейшее значение опре- 
деленного критерия, характеризующего эффективность 
управления при заданных ограничениях. 

Таким образом, проблема оптимального управления 
сводится в большинстве случаев к решению задачи о Ha- 
хождении экстремумов фупкций многих переменных или 
функционалов при наличии ограничений. Применение 
классических вариационных методов для решения этих 
задач затрудняется тем, что ограничения часто задаются 
в виде неравенств; кроме того, это требует чрезмерно 
большого количества элементарных операций. Более со- 
вершенным методом решения задач оптимального управ- 
ления является математическое программирование. 

Наиболее универсальным и важным разделом матема- 
тического программирования является принцип макси- 
мума, развитый Л. С. Понтрягиным и его учениками [9.5] 
и составляющий ядро теории оптимальных процессов. 

В теории оптимального управления часто встречается 
задача об оптимальном быстродействии, т. е. таком опти- 
мальном процессе, при котором время перехода объекта 
управления из одного состояния в другое будет мини- 
мальным. Рассмотрим математическое решение задачи 
оптимального управления с помощью принципа макси- 
мума в применении к оптимальной по быстродействию 
системе [9.18]. 

Пусть исследуется некоторый объект, состояние кото- 
рого в каждый момент времени задается фазовыми коор- 
динатами х'!,..., Х", являющимися функциями времени. 
Переход объекта из одного состояния в другое происхо- 
дит под влиянием управляющих воздействий (управляю- 
щих параметров) w',..., и’. Поведение объекта опреде- 
ляется системой обыкновенных дифференциальных урав- 
нений вида 

НР, i. м, Ш,..., Ш) = (5, В), (09.33) 

где хи й— векторы: X= (x',..., x") nw = (Ш, ..., и). 
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В реальных устройствах управляющие параметры не 
могут изменяться неограниченно, обычно для каждого 
из управляющих параметров wu’, ..., и” задаются некото- 
рые пределы изменения. Это означает, что в простран- 
стве управляющих параметров u',..., и” задано некото- 
poe множество U (область управления) и для реальной 
системы точка и должна принадлежать множеству 

(иЕИ)'!. При этом рассмотрению подлежат не только 
не ыЕне но и кусочно-непрерывные управления 
и1 (1),..., и’ (1), т. е. управляющие параметры считаются 
безынерционными. 

Будем считать, что исследуемая система, исходное 
состояние которой характеризовалось произвольной точ- 
кой х фазового пространства, должна перейти в некото- 
poe новое состояние х!, причем необходимо найти такое 
оптимальное управление u(t), при котором время Т (x) 
перехода из точки х в точку x; будет наименьшим. Про- 
водя. дальнейшие рассуждения, будем предполагать, что 
при любом х существует оптимальный процесс перехода 
в точку-х! и что выполняется следующая гипотеза: функ- 
ция T (х) =Т (x', х*,..., x”) непрерывна и имеет всюду, 
кроме точки x1, первые непрерывные частные производ- 

OT OT OT 
ные уг, о, +++» Gra И BTOpble непрерывные производ- 

2 

ные т (i, 1=1,2,..., n), a _ Ё (x, и) — пер- 

piss вые непрерывные производные * i, 1=1,2,..., n). 

В начальный момент времени. ^ когда начинается ис- 
следование объекта с начальным состоянием хо, он может 
уже находиться под воздействием управления и=—щ, 
вызывающим его перемещение в фазовом пространстве. 
Обозначая фазовую траекторию объекта через и (1) = 
=(y'(t), у" (1), ..., y(t), при ¢ >t) получим уравнение 

y(t) =fi(y(), ш) 1=12,..., п (9.34) 
и начальное условие 

и (£0) = Xo. (9.35) 

Задача теперь будет заключаться в получении опти- 
мального перехода объекта в точку xX; из точки y(t), 

1 Символ - означает, что точка принадлежит множеству. 
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в которую объект попал под воздействием Uy (рис. 9.39). 
Общее время движения объекта из точки Xp в точку х! 
в этом случае будет склады- x(t) 
ваться из времени f—fo, за en TP ло =) 
которое система приходит в 
точку y ‘t), и времени Т (и([)) 
оптимального перехода из 
точки y(t) в точку хи, т. е. 
будет равно (1 — fy) -- 7 (и (f)). 
Обозначая время оптималь- РИС. 9.39. Процесс перехода 

управляемого объекта из со- 
ного перехода Из Точки Xo стояния X, в состояние x, 
в точку X, (штриховая: Ли- 
ния на рис. 9.39) через Т (0) =Т (y(to)), получим: 

Г (и (0) = (¢ — fo) + Fy (2). (9.36) 
Для удобства рассуждения вместо 7 (x) введем функ- 

ЦИЮ w (x): 

w (x) = — T (x), (9.37) 

Ha которую, конечно, распространяются рассмотренные 
ранее гипотезы. Подставив (9.37) в (9.36), находим: 

wo (y (t)) — о (у (to)) 
<= 

t—t, <1, 

откуда с помощью предельного перехода при #-— 

а 26 (и (0) < (9.38) 

По формуле полной производной находим: 

Ow (У (Е 

0x! 

d < 7 
6 (и (0) = У у ¥ (0), 

i=! 

в соответствии с чем и с учетом (9.34), (9.35) можно 
(9.38) записать в виде 

’ (а, Uy) = 1. 
ax? 

t=: 

Последнее неравенство справедливо для произвольных 
Xo И Up, вследствие чего для любой точки x фазового 
пространства, отличной от м, и любой точки и области 
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управления U выполняется соотношение 
п 

УР, u) <I. (9.39) 
<= Ox 

Будем далее рассматривать оптимальный процесс 
(u(t), х(1)), переводящий объект из состояния Xp 
в точку xX; за отрезок времени &—=1=— 4. 

Рассматривая некоторую промежуточную точку x(t) 
оптимальной фазовой траектории (см. рис. 9.39), заме- 
чаем, что время перехода объекта из состояния х (Е) 
в состояние x; 

Г (x (t)) =Т (%) — (t — 5, 

откуда, на основании (9.37), 

© (x(t) = 0 (x) + t— ty 
Взяв производную по x’, находим аналогично c (9.39): 

‹ Ow (x (t)) «i __ 
У aul X(t) = 1, 

= | 

или с учетом уравнения движения объекта для каждого 
оптимального процесса имеем: 

У (р, и), (9.40) 
i=] 

(= t< ty). 

Введем для удобства функцию 

__ к до (x) i B(x, w= Ут hte и), (9.41) 

Которая в силу принятой выше гипотезы имеет непре- 

рывные производные по переменным x: 

OB (x, u(t) _ =У PO) (у, w(t) + ox dx! дхЁ 

‘ Ow (x) | Of (x, и (t)) +» a oe (9.42) 

k=1,2,..., Nn 
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Из (9.39) и (9.40) вытекает, что для любого x ~ xX 

B(x, и) = 1, (9.43) 

для любого оптимального процесса (x (1), и (1)) 

В (х (1), и(1)) == 1. (9.44) 

Это означает, что при х==х(Ь функция B(x, и (0) 
достигает максимума, вследствие чего ее частные произ- 
водные по х',..., x” обращаются в нуль: 

Ре, ul) + 
= Ox! Ax? 

К do(x(Q)  afl(x (0), и (0) __ ив 2 ее ти =0, (9.45) 

=|,... » П. 

Ow (x (t)) `Дифференцирование функции —<[-- по ¢ с учетом 
уравнения движения объекта дает: 

4 [do(x()\ __ Убе) ии 
rl Oxk |= ei xt Oxi Х (1) = 

п 

0? w (xv (0) п 
— —— х (1 , И f)). 2 a (@, и (0) 

Это позволяет переписать соотношение (9.45) в виде 

8 (2 (х + у do (x(t), Off (x(t), u(t) | (9.46) 

=] 
dt дхЁ ox! Ox? 

k=1, 2,..., п. 

Введем вспомогательные обозначения: 

до t Оо t 

SO =H, ..., 24 9, 9.47) 

Тогда вместо (9.41) будет 

В (х (1), и (1) = УФЕ (0, и (1). 
i= | 
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Уравпение (9.44) при &=1= для оптимального 
процесса (x (ft), и (1)) теперь примет вид 

У ноРо, wat (9.48) 
а из (9.43) для любого uCU (%=<1=1) получаем: 

У ФОР, и) < 1. (9.49) 

Выражение (9 46) можно переписать в виде 

ba (0) + У y; () LEO4O) 0, (9.50) 

7 РИ 1,..., П 

Чтобы сформулировать необходимое условие оптималь- 
ности, целесообразно ввести в рассмотрение вспомогатель- 
ную функцию 

Н ($, x, => фЁ (x, и) = 

> (хи... ФР" (x, и), (9.51) 

число аргументов которой составляет 2п--г. При этом 
соотношения (9.48) и (9.49) можно записать в следующем 
виде: 

Н ($ (0), х(0, u(t) =1 (9.52) 
— для оптимального процесса (x(t), и (1)) при к == ВЫ 
И 

Н ($(0), x(t), и(1)) =1 (9.53) 

— для любой точки и СИ. 
Сопоставляя (9.53) с (9.52), можно написать 

тах Н (v(t), x(t), и) = 
“ueu 

—=Н ($(0, x), и (1), t<t<h. (9.54) 

Выражения (9.50) могут быть переписаны в следующей 
форме: 

k=1,..., 7. 
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Полученные результаты показывают, что если x(t), 
и (1) — оптимальный процесс, то существует такая функ- 
ция Y(t) = (Y(t)... 9, (1), что выполняются соотношения 
(9.52), (9.54), (9.55). Отсюда получается теорема, которая 
называется принципом максимума. 

Пусть исследуется некоторый процесс (x(t), и (#)) при 
к —<#=—< и, переводящий объект с уравнением движения 
t=f (x, и), и СИ из состояния X% в состояние хи. Введем 

п 

вспомогательную функцию Н ($, х, и) =>) bf (x, и), с по- 
1—1 

мощью которой можно определить переменные 

фь = __ OH (ф, м и (t)) (9.56) 

k=1]1,...,n. 

Если процесс (x(t), и(1)) является оптимальным, TO 
существует такое ненулевое решение v(t) =—( (8, ... 
..., Фи (2)), fo<t<t, системы уравнений (9.56), что для 
любого момента времени Е при &=— Ё = И выполнено усло- 
вие максимума (9.54) и условие’ 

Н ($ (1), x(t), u(#)) = 1. (9.57) 

Это и есть формулировка принципа максимума. 
Полученные условия оптимальности, однако, не 

являются необходимыми, так как рассуждения, приводя- 
щие к этим условиям, строились на предположениях и 
гипотезах, выполнение которых не является необходимым 
для оптимальности процесса. Но если вместо условия 
(9.57) записать более слабое условие 

H (v(t), х(Н), и(1)) =0, (9.58) 

то принцип максимума будет необходимым условием опти- 
мальности (9.42). 

Соотношения (9.43) и (9.44) составляют сущность 
динамического программирования — развитого за последние 
годы раздела математики, занимающегося вопросами 
оптимального многошагового управления. В общей форме 
сущность метода динамического программирования заклю- 
чается в том, что если управление является оптималь- 
ным, то оно будет оптимальным и для процесса, остаю- 
щегося после совершения первого шага. 
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Сопоставляя (9.44) с (9.43) для любого х 4 x1, можно 
записать: 

тах B(x, и) =1, (9.59) 
neu 

или с учетом (9.41) 

max ур М (х, и) = 1. (9.60) 

Соотношение (9.60) называется уравнением Беллмана. 

Пример. Движение управляемого объекта задано системой 
линейных дифференциальных уравнений [9.22] 

п 

а ‘ . 
р = У аьхь -- У Ри, j=], 2,...,П, (9.61) 

Е =| 1=1 

причем в пространстве управлений U задана область управления 
в виде некоторого г-мерного куба неравенствами 

1и; [< 1; j=l, .., 7. (9.62) 

Требуется найти такое уравнение fi*(t), которое переводит, 
систему из начального состояния ху в конечное Х, за ‚минималь- 
ное время. 

Поставленная задача означает, что искомое уравнение й* (#) 
должно минимизировать функционал 

fy 
J=\ dt=t,-t,=T,, (9.63) 

fo 

где Т, — время переходного процесса. 
В соответствии с (9.51) и (9.61) получаем: 

п п г 

Н= У 7p аьхь + У ним (9.64) 
j=l \e=! t= 

или в векторной форме записи 

Н = ($, Ах) + ($, Bu), (9.65) 
где 

а: @1з ... An р. .б1е «02 бар 

А — @31@52 «+e Aan B= ULE see Do, | (9.66) 

Сп1@пз ... Ann рб -з ++» Opp 

Согласно (9.57) оптимальное управление максимизирует функ- 
цию Н, но максимум функции Н по переменной ий имеет место 
тогда, когда второе слагаемое в правой части выражения (9.65) мак- 
симально. Поэтому условие оптимальности искомого управления 
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можно представить в виде 

| _ _ n / r \ п п 

$, Ba) = Уи Х вин] = У У фиш = пах (067) 
1=\ l= о 11] 

Требования (9.67) выполняются при условии, что 

п - 

У! убиш = max, 1=1,2,...,РГ. (9.68) 
1=1 

Поскольку каждая составляющая вектора й = (ци, Ug, ..., и,) 
изменяется в заданной области независимо от остальных состав- 

Ory | 

a 

< 

`“. 

©, (1) < “1 (Е) 

_- 
> 

< — a 4 __ 

-- —1 Г” 4 

. a - 

” 
Ре 

a 
a 

Puc. 9.40. К построению управления, 
оптимального по быстродействию 

ляющих, то каждая составляющая и; должна принимать макси- 
мальное значение. Поэтому условие (9.68) выполняется при выборе 
управления 

п 

u,=sign У бфу |, 1=12,..., Г. (9.69) 
j=! 

Выражения (9.69) определяют оптимальное по быстродействию 
п 

управление. Вводя обозначение У Бфу =, получаем 

j=l 

и] = signa, 1[=1, 2, vee Г, (9.70) 

откуда видно, что искомое оптимальное управление является ку- 
сочно-постоянным (релейным). Характер изменения и; во времени 
при заданном поведении в; представлен на рис. 9.40, из которого 
видно, что в точках, где в; (ё) обращается в нуль, управление и (Е) 
терпит разрыв, т. е. происходит скачок вектора й из одной вер- 
шины Г-мерного куба в другую. Таким образом, для получения 
максимального ‘быстродействия управление объектом должно осу- 
ществляться по релейному закону.



ГЛАВА Х 

НАДЕЖНОСТЬ АВТОМАТИЧЕСКИХ УПРАВЛЯЮЩИХ 

СИСТЕМ 

$ 10.1 КОЛИЧЕСТВЕННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ НАДЕЖНОСТИ 

Надежность — важнейшее свойство, которым должна 
обладать всякая автоматическая система. Она определяет 
способность системы правильно функционировать в тече- 
ние достаточно длительного времени. Если система не 
обладает таким свойством, т. е. ненадежна, то при всем 
совершенстве в других отношениях она не может быть 
полезной. К пониманию этого привело появление слож- 
ных радиоэлектронных устройств, легко выходивших из 
строя при возникновении неисправностей отдельных эле- 
ментов, входивших в их состав. [Поэтому необходимы 
особые мероприятия, чтобы обеспечить надежность подоб- 
ных устройств. Эту задачу решает теория надежности, 
получившая применение и к автоматическим системам. 

Основное понятие учения о надежности — отказ. Это — 
нарушение нормального функционирования рассматривае- 
мого устройства, приводящее к уходу его рабочих харак- 
теристик за допустимые пределы. Могут быть отказы 
вследствие внезапных повреждений (поломок, пробоев 
и т. п.) и вследствие постепенных изменений, обычно 
вызываемых износом. Произойдет ли отказ и к каким 
последствиям он приведет — все это можно определить, 
лишь оценивая вероятность подобных событий. Поэтому 
для количественного выражения надежности служат веро- 
ятностные характеристики работы рассматриваемых уст- 
ройств. 

Один из способов построения указанных характери- 
стик состоит в изучении продолжительности Т исправной 
работы, т. е. времени, протекающего от момента вклю- 
чения рассматриваемого устройства до возникновения 
первого отказа. Полагая, что в момент включения время 
[—=0, будем считать первый отказ происходящим при 
[ — Г, рассматривая таким образом лишь положительные 
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значения времени. Время Т — случайная величина, под- 
чиненная условию 

0<T<oo, (10.1) 

Вероятность того, что при каком-либо значении теку- 
щего времени # 

Т = 

называют вероятностью безотказной работы P (t) в течение 
времени #. Вероятность отказа за то же время 

` Q‘t)=1— P(e). (10.2) 

ДАЙ 

Q(t} P(t) 
a 

ee 

t C
o
 

RR
 

—
 

— 
—
 

—
 

0 

Рис. 10.1. Определение ‘вероятности 
отказа и безотказной работы по кри- 

BOK w(t) 

В соответствии с (10.1) 

Р (0)=1, 

Вводя соответствующую плотность вероятности w (#), 
имеем: 

P(t) =( wit) dt, | 
t 

t 

Q(t) = w(t) dt. 
0 J 

(10.4) 

Эти соотношения поясняет рис. 10.1. Из них находим: 

Q(t) =u (0. (10.5) 

Ha практике по результатам испытаний может быть 
получена статистическая оценка вероятности безотказной 
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работы 

px (1) = N20 (10.6) 
и плотности вероятности 

* (ft) 2G 9 10.7 м (И = NAt ° ( у ) 

Здесь N — число элементов, поставленных на испытание; 
п (Г) — число элементов, отказавших за время от 0 до {; 

п (1, АГ) — число элементов, отказавших в интервале 
времени от 

At At 
t— + ДО >. 

Поскольку время Т — случайная ‘величина, можно 
определить лишь его математическое ожидание 

со 

Г— \ 10 (1) 4. 
0 

Подставляя сюда 

w(t) =—5 P(A), (10.8) 

что следует из (10.2) и (10.5), имеем: 
со I 

d Т—=— \ ЕР (= \ t dP (1. 
0 

Далез, интегрируя по частям, находим: 

| со 

T=tP (t)| |} P(t) 4. 
0 0 

Здесь по (10.3) первое слагаемое равно нулю. Следо- 
вательно, ° 

T=\ P (t)dt, (10.9) 
0 

что поясняет рис. 10.2. 
Дисперсия, характеризующая разброс случайных зна- 

чений времени Т вокруг его среднего значения, по (3. 37) 
равна 

*— T? — (Т)*. 
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Иначе [10.3] 
10,8) 

o* == 2\ ¢P (t) dt —(T)°. (10.10) 

Предположим теперь, что Ha испытании находится 
большая группа однотипных элементов, число которых 
равно ^, и что отказавшие элементы не заменяются но- 
выми. Предположим также, что все эти элементы харак- 
теризуются одинаковой вероятностью безотказной работы 
P(t), Тогда по истечении времени # после начала испыта- 

p(t) | 
/ 

“i
l 

би. 
ЗА 

0 t 

Рис. 10.2. Зависимость вероятности 
безотказной работы, от времени 

ния количество исправно действующих элементов данной 
группы будет АР (1), а ко времени #-- At — АР (1-- At). 

Составим отношение количества элементов, отказавших 
в интервале времени ЕЁ, ¢-+- Af, к числу исправно дейст- 
вующих в начале этого интервала. Это будет 

Р (Е) = РЕ-А 

Р (1) | 

Деля затем полученное выражение на ДЁ и переходя 
к пределу при ДЁ->0, получим отношение числа элемен- 
тов, отказывающих в единицу времени, к числу исправно 
работающих | | 

| P (t) — P(t + At) 
ДЕР (t) , Х (Е) = tim 

откуда 
па 

Подставив (10.8) в (10.11), получим: 

t =F 
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Величина A(t) называется интенсивностью отказов. 
Учитывая (10.6) и (10.7), получаем выражение для 

определения Л (Р по опытным данным: 

__ (6 At) 
С (10.12) 

Из (10.11) 
\Q=—F шР (0, 

отсюда следует общее выражение закона надежности 

Рек] — 104] (10.13) 
0 

После включения рассматриваемой группы элементов 
обычно имеет место приработка, во время которой отка- 

A(t) | 

{ 

} 
0 to ty 

Рис. 10.3. Зависимость интенсивности 

отказов от времени 

\ 
+]
 

зывают дефектные элементы, вследствиг чего интенсив- 
ность отказов нарастает. Затем при Ё= & (рис. 10.3) на- 
ступает период нормальной работы, на подходе к кото- 
pomy A(f) снижается до некоторого значения, мало 
изменяющегося на этом участке, где имеют место лишь 
случайные отказы. Нормальная работа оканчивается при 
[—1, когда износ вновь приводит к росту ^ (1. 

Пример. 
Проводятся испытания N = 500 элементов, например реле Bpe- 

мени. Через каждые 200 ч фиксируются отказы. 
Построим по опытным данным графики функций Р* (6, w* (1) 

и A*(¢t), Числа отказов, регистрируемые при проверках, сведены 
в табл. 10.1. 

Вероятность безотказной работы определяется по формуле 
(10.6) для каждого момента времени, совпадающего с окончанием 
фиксированного интервала At= 200 ч. Плотность вероятности и 
интенсивность отказов рассчитываются по (10.7) и (10.12) для каж- 
дого момента времени, совпадающего с серединой фиксированного 
интервала. Результаты расчетов сведены в табл. 10.1. Графики 
функций. представлены на рис. 10.4. - 
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е wt), 
ah Pt) 
9 he . 
20 - ,04-\__ ete) р? 

\ ==>. — 
. \ Xow me seal. -х— o wes a я 7 
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С A*(t) aa > 
\~ _ 23 о Lf =“ eH 5 

12- OF РНЕ “> _=7 

| W*(t) 1 at I 

0 400 800 1200 1600 2000 ¢,4 

Рис. 10.4. Графики функций P* (1), w *(t) и A *(t), построен- 
ные по данным табл. 10,1 

Таблица 10.1 

Характеристики надежности, полученные по данным испытаний 

t 4 n (0, ome Pei) |=" 0-10-53 | м 0-10-5 = 

200 21 0,958 21 21,4 
40 | 33 0,934 12 12,6 

. 600 44 0,912 И 11,9 
800 55 0,890 И 12,2 

1000 66 0,868 И 12,5 
1200 76 0,848 10 11,6 
1400 86 0,828 10 11,9 
1600 97 0,806 И 13,4 
1800 110 4780 13 16,3 
2000 123 0,754 13 16,9 
2200 37 | 0126 14 18,9 

$ 10.2. ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВРЕМЕНИ ВОЗНИКНОВЕНИЯ 

ОТКАЗА 

В период нормальной работы, когда интенсивность 
отказов можно приближенно считать постоянной во вре- 
мени, т. е. 

А (Е =A=const, 
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закон надежности (10.13) принимает вид 

P (t)=e™., (10.14) 
Тогда по (10.8) 7 

w(t) =e. (10.15) 

Полученные выражения представляют собой экспонен- 
циальное. распределение. 

Среднее время, получаемое из (10.9) и (10.14), 
oe) 

- T = \ ем =. (10.16) 
` 

При #=Т из (10.14) следует: 

P (t)=+ =0,37. 

На этом основании среднее’ время отказа опреде- 
ляется как время, в течение которого вероятность безот- 
казной работы уменьшается до 37%. 

Дисперсию, имеющую место при экспоненциальном 
законе надежности, можно найти из (10.10): 

со 

т.е. 

«—Т. (10.17) 
Рассмотренный экспоненциальный закон надежности 

(10.14) применим в. условиях, при которых имеют место 
лишь случайные отказы, но нет отказов вследствие износа. 
В действительности отказы, ‘обусловленные износом, про- 
исходят всегда и может быть лишь преобладание слу- 
чайных отказов. В этом случае и применяется экспонен- 
циальное распределение. . 

Если же преобладают отказы, вызываемые износом, 
то следует пользоваться нормальным распределением. 
Это распределение, часто называемое законом Гаусса, 
относится к случаям, в которых появление того или 
иного значения случайной величины зависит от большого 
‘числа случайных событий, каждое из которых оказы- 
вает на эту величину малое влияние, причем ни одно 
влияние не превалирует, Плотность вероятности нормаль- 
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ного распределения 

w (1) = тя ехр| — и (10.18) 

ГДе o* — дисперсия; 
Т — среднее время отказа. - 
Нормальный закон распределения применим для оценки 

надежности в том случае, если Го, так как при этом 
‚с достаточной точностью выполняются условия 

__ [0 t<0 

“=| ou) 120 
oO (10.19) 

- | w (t)dt=1. 

Вероятность безотказной работы при нормальном pac- 
пределении определим по (10.4) 

1 (< и 
Р (= у“ p| 2c" dt, 

откуда 

; P (t) = —L | е ? ах 

t—T 

Следовательно, 

| па (t—T Р=т—19| =f) (10.20) 
. о xB 

rye Oix= re le ? dt — интеграл вероятности. 

0 

Принимая во внимание (10.2), получаем выражение 
вероятности отказа при нормальном распределении: 

QH=t4+50(—4), (10.21) 
б 

Если условия (10.19) не выполняются, а статистические 
данные об отказах при Ё > 0 подчиняются закону, близкому 
к нормальному, то применяется усеченное нормальное рас- 
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пределение. В этом случае плотность вероятности [10.2] 

(¢— 7) 

w(t)==Ce 2, (10.22) 

где С — постоянная, определяемая из условия (10.19): 

C= о. (10.23) 
У2то [05+ ‹(Г) 

Вероятность безотказной работы при этом 

05—Ф é = г 
Р (@) = ——. (10.24) 

05+ (7) | 

Указанными законами распределения можно пользо- 
ваться лишь в те периоды, когда в основном имеют место 
отказы одного вида. Если же наблюдаются оба вида отказов 
и ни один из них не превалирует над другим, расчет 
надежности следует производить на основе гамма-распре- 
деления [10.3]. Тогда плотность вероятности можно взять 
в форме 

Га -% и =нз (3) е В, (10.25) 

где х и В — положительные числа, причем a — целое. При 
помощи параметров @ и В учитывают относительное влияние 
отказов по случайным причинам и вследствие износа. В 
случае гамМа-распределения вероятность безотказной ра- 
боты 

1 Е) — p—¢/8 J ff\. P (t)=e Уя (+) : (10.26) 

среднее время 7 

T = 6 (2-1); (10.27) 
дисперсия ` 

д — 6? (2 + 1), (10.28) 

При х==0 из последних выражений следует: 

T=8, 

д — Г, 

Р(=е- ИТ, 
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т. е. гамма-распределение превращается в экспоненциаль- 
ное, соответствующее слабому влиянию износа. Таким 
образом, рост влияния износа выражается в увеличении 
параметра «. При Г», что соответствует преобладанию 
отказов вследствие износа, гамма-распределение прибли- 
жается к нормальному. ` 

В ряде случаев интенсивность отказов не является 
постоянной даже в нормальный период работы. Так, 
функция A(t) может иметь вид 

h(t) == aN", (10.29) 

При этом вероятность безотказной работы 

Р (t) = xp [— (A¢)*], (10.30) 

плотность вероятности 

w (t) — ah*t*"! exp [— (At)*] (10.31) 

— распределение Вейбулла. 
Численные значения а и A определяются по данным 

испытаний. Экспоненциальный закон следует отсюда, как 
частный случай при «=1|. При х==2 получается закон 
надежности, соответствующий распределению Релея: 

Р (р =ехр [— (1)* |], — 

w (1) = А exp [— (AZ)*]. ‚ (10.32) 

В эксплуатации управляюших систем приходится иметь 
дело с отказами того или иного вида в разные периоды 
работы, так как продолжительность применения таких си- 
стем обычно значительно боль- 
ше среднего срока службы их *@/ | 
элементов. Отсюда возникает 
необходимость получения та- 
кого закона распределения, | 
который описывал бы рас- a | 
пределение вероятности вре- ay 
мени исправной работы эле- 0 | 
ментов системы на всем про- 
тяжении времени ее работы. Puc. 10.5. Кусочно аппроксими- 

Наиболее общей характе- рованная ^-характеристика 

ристикой, получаемой экспе- 
риментально и отражающей различные причины отказов, 
является зависимость A(t), Составим уравнение ^-характе- 
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ристики, для чего кусочно аппроксимируем ее, как пока- 
зано на рис. 10.5. При этом подъем кривой в. период при- 
работки учитывать не будем, так как обычно детали и 
устройства проходят стадию тренировки, во время которой 
неисправности и причины, вызвавшие их, устраняются. 
Аппроксимируя ^-характеристику двумя отрезками прямых, 
получаем [10.5]: 

А (= (9 + a(t—t) 1—6), (10.33) 
где № — интенсивность отказов в нормальный период 

работы; 
а —= 8 о — угловой коэффициент аппроксимирующего от- 

резка при t >t; 
t; — момент времени, начиная с которого необходимо 

учитывать подъем характеристики. 
Если зависимость ^ (1) является более сложной, не- 

обходимо аппроксимировать` ее большим числом отрезков 
[10.6]. Подставляя (10.33) в (10.13), получаем выражение 
обобщенного закона надежности: 

Р (В —ехр — Гл (вт в) ‚ (10.34) 

откуда вероятность безотказной работы 

е- *' при О— < ВЫ 

рые] (10.35) Р (t)= 
при Е >. 

При этом плотность вероятности 

w (t) =[Aol (t) La (t — 4) 1 ¢ —t)] exp — [ofl (t) + 

+2 ¢-—“)1¢— 2] (10.36) 
ИЛИ 

Г е-№ при OSHS, 

w(t) 4 [№--а(— в) exp — [hot + $ @— t)] 

при (> и. 
\ 

(10.37) 

Уравнение (10.36) выражает обобщенное распределение 
вероятностей времени безотказной работы. 
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Исследование выражений (10.35) и (10.37) показывает 
[10.5], что P(t) и w(t) изменяются по экспоненциальному 

wit) | 

0 

Рис. 10.6. Графики функций w (2) 

закону при О—{< В. Далее при Ё=И с ростом времени 
убывают P(t) и w(t), если №-2а (рис. 10.6 и 10.7, кри- 

/ 

0 

| 
| 
| 
| 
| 
| 

1 

Рис. 10.7. Графики функций P (1} 

вая /). При < афункция и (№, начиная с ==, растет 
и имеет максимум в момент времени #=={6 (см. рис. 10.6, 
кривая 2), причем 

= t,—™ +75 (10.38) 

Максимальное значение 

Е ГА w (t°) = Иаехр — [hot oe 5). (10.39) 

Функция P(t) убывает и при {= имеет точку перегиба 
(см. рис. 10.7, кривая 2). 
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Среднее время 7 при наличии обобшенного распреде- 
ления вычисляем по (10.9): 

И Vf xe — ho ( ии) 1-9). 

(10.40) 
Введя обозначения: 

| ho t, 
i =P xe Ya” т. = 9, (10.41) 

получаем: 
— | 

P= Pog fl — e+ V те ( 2 1 opi}, 

(10.42) 

На рис. 10.8 представлены зависимости 7 от т при 
различных значениях 6. Исследование этих кривых при- 
водит к следующим выводам [10.5]. 

0 OS 10 1,5 2,0 2,5 30 2 

Рис. 10.8. Зависимости Г = Гьксф (3, 1) 

1. При 0—2,5 практически можно не учитывать OT- 
казы, возникающие вследствие износа, каково бы ни было 

отношение hol V a, так как 0,975,. << Т= Т.к. В этом 
случае можно приближенно считать, что закон распре- 
деления является экспоненциальным при любых значе- 
ниях времени. 
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2. При т1-—2,7 независимо от того, какое значение 
имеет /[,, можно также не учитывать отказы, возникающие 
вследствие износа. Это утверждение справедливо уже для 
tf; —0,1ТГъкс. Таким образом, несмотря на то, что в этом 
случае отказы, вызванные износом, появляются доста- 
точно рано, они настолько редки, что характеристики 
надежности можно определять по экспоненциальному за- 
кону. Дисперсия, определяемая по (10.10): 

В aly) 
2 [1 —e*of (1 4d 1 + [ т + №6, | а — е—^№й)-|- 

у 

+V ge (rors +] (10.43) 

Это выражение значительно упрощается, если произ- 
ведение Л, настолько мало, что приближенно можно 
принять: 

em holt as | — №4, | 

a 

— [ots — 20) __ | 

Тогда из (10.43) получаем; 

9 —й —2 Ot + = 5. (10.45) 

ъ(7) = | (10.44) 

Под воздействием внешних условий, например темпе- 
ратуры, влажности и т. п., а также при различных ре- 
жимах работы параметры законов распределения, которым 
подчиняется надежность элементов, изменяются. Это не- 
обходимо учитывать при расчете надежности элементов 
путем введения поправок, которые определяются экспери- 
ментально или подсчитываются по специальным, чаще 
всего эмпирическим, формулам. 

Характеристики надежности реле обычно определяются 
в функции числа циклов работы п. Время ¢ и число 
циклов работы п связаны через частоту {: 

(10.46) 
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Пример. Контактная пара реле РЭС-6 работает с частотой 5 гц, 
коммутируя ток 24а. Х-характеристика, соответствующая этому ре- 
жиму работы, приведена на рис. 10.9. Построим зависимости w [п] 
и Р[п|], являющиеся решетчатыми функциями числа циклов (Ц) 
работы. Число циклов работы п связано с временем Ё соотноше- 
нием (10,46). 

А [п]-10 7 
| 

6 4 

44 

2- © 
re 

| 

| |. 

| 
ы ' 9 — — fie 

0 1 2 3 4 п, 71-10 54 

Рис. 10.9. Х-характеристика кон- 
тактной пары реле РЭС-6 

При расчете характеристик надежности контактной пары реле 
РЭС-6 необходимо применить обобщенное распределение. Пара- 
метры распределения, определенные по ^-характеристике: , 

wl №=3,3.10 —, 

— 7 10742 | 
a= ° Tu 

ny — 4,1 . 105 Ц, 

Для данных значений параметров выполняется неравенство 

№ < а, 
следовательно, win], начиная с my, растет, достигая максимума, 
согласно (10.38), при 

| 3,3. 10 _. 

+ И 7-102 =71,2-10° ц. 

Максимальное значение функции ® [п] определяется из (10.39): 

10,8. 10-14 

w [n°] = УТ. 1071 е 
= +0, l 7. 10-12 )_ ‚ 10-7— = 14.10 т 

Значения [п] и Р[п] вычисляются по (10.35) и (10.37); они 
представлены на рис. 10.10. 

Среднее время 7 найдем по графикам рис. 10.8. Для этого 
вычислим: 

| 3,3 . 1077 
0=4,1. 10°. 3,3 . 10-7 = 0,135; qa 

n° = 4,1. 10° 

— (33 ‚ 10-7.4,1. 108 — 0,5 

= 0,124. 
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При полученных 0 и 1 имеем: 

T= 0,257 one = 0,25 35-4953 

w{np-107 4 
м1 4 

21 267 

0 , 2 3 an, 5 6 Tn? 8 9 10 2-10 54 

Рис. 10.10. Функции Р[п] и %[п] контактной 
пары реле РЭС-6 

Дисперсия 
7 

A= (AL IOP — 241 107 10- TO +27 тон = 18,49 и. 

$ 10.3. ХАРАКТЕРИСТИКИ НАДЕЖНОСТИ СИСТЕМ 

Надежность управляющей системы зависит от способа 
соединения элементов, из которых она состоит. Соедине- 
ние, при котором отказ любого элемента вызывает отказ 
всей системы, называется основным. Если система пра- 
вильно функционирует, несмотря на отказ ряда элементов, 
функции которых начинают выполняться другими эле- 
ментами, то такое соединение называется резервным. 

Рассмотрим расчет надежности систем по характери- 
стикам надежности составляющих их элементов, находя- 
щихся в основном соединении. Предположим, что отказы 
всех элементов — случайные независимые события. Вероят- 
ность безотказной работы системы при этом [10.3] 

k 

р. =] РЕ, (10.47) 
== | 

где ^ — число элементов системы; 
Р; (Г) — вероятность безотказной работы {-го элемента. 
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Вероятность отказа такой системы 

9.) =1—Т] Pid, (10.48) 
i=» | 

ИЛИ 

k 

Q. (4) =1—]] 0-9: 1, (10.49) 
i= | 

где Q; (Ё) — вероятность отказа {-го элемента. 
Из (10.49) следует, что при малых Q;, когда можно 

пренебречь произведениями этих величин, 

Е 

Qe (t) = >, 0,0. (10.50) 
i= | 

В нормальный период работы, когда имеет место 
экспоненциальный закон надежности, в соответствии с 
(10.14) и (10.47) получаем: 

Р. (Е) =ехр > ut (10.51) 
i=] 

Величину 
Е 

= VA, (10.52) 
i = | 

называю? интенсивностью отказов системы (или устрой- 
ства, блока), состоящей из А элементов, находящихся в 
основном соединении. Среднее время Т такой системы 
по (10.9) и (10.52) 

k -1 

T.=( Vi), (10.53) 

где 7; — среднее время 7 i-ro элемента. 
Если закон распределения вероятности времени безот- 

казной работы элементов, входящих в систему, имеет 
сложное выражение или надежность элементов характе- 
ризуется различными законами, удобно применять обоб- 
щенное распределение. Оно позволяет представить в оди- 
наковой форме выражения характеристик надежности 
различных элементов, что значительно упрощает расчет 
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надежности систем [10.7]. По (10.34) 

ke - 

P.(t)= [] exp — [а О (— 8) 1@— в) ‚ (10.54) 
i=1 

Если все элементы равнонадежны, то 

P, =ехр —№ Го О ¢—4)"1 и—#)| (10.55) 
откуда 

е— Prof | 0=— tt 

P. (t) = gob [rot eG ив» fot (10.56) 

’ — #1. 

Среднее значение времени Т, получаемое из (10.9) и 
(10.55), 

бе V Boia Vee 
x exp — [Aus — 58). (10.57) 

Введем обозначения: 

| t _ } Л: 0; Vel =, (10.58 ых эк и yet ( ) 

тогда 

Те Te axcfl—e "+ У Saf — 
— D(7,)]exp — (&—т*}}. (10.59) 

Выражение (10.59) аналогично (10.42), график которого 
представлен Ha рис` 10.8. Следовательно, можно считать, 
что: 

а) при 8, — 2,5 для расчета надежности системы можно 
применять экспоненциальное распределение и не учи- 
тывать отказы, возникающие вследствие износа; 

6) при т‹ 2,7 можно также не учитывать отказы 
вследствие износа. 

Из (10.41) и (10.58) видно, что 

9. = 8, ц 

следовательно, уравнение 

20 2,5 (10.60) 
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описывает границу, отделяющую область Э (рис. 10.11), 
для которой справедливо экспоненциальное распределе- 
ние. Например, если 0 —0,3, то уже начиная с R=8 
при расчете характеристик надежности систем можно не 
учитывать отказы вследствие износа, т. е. можно при- 

менять экспоненциальное рас- 
пределение. Следует еще раз за- 
метить, что при расчете харак- 
теристик надежности систем 
необходимо учитывать условия 
эксплуатации элементов (см. 
$ 10.2). 

Вероятность безотказной ра- 
боты Р.(Ё) и среднее время 7,, 
вычисляемые по вышеприведен- 
ным формулам, являются ос- 

о новными характеристиками на- 
1 5 93 17 21k дежности  невосстанавливаемых 

систем, не ремонтируемых пос- 
Рис. 10.11. Область значе- ле возникновения ‘отказа. 

ний 7 В восстанавливаемых систе- 
мах возникающие отказы уст- 

раняются, неисправные элементы и узлы заменяются 
новыми. Рассмотренные выше характеристики определяют 
надежность восстанавливаемых систем только до первого 
отказа. Последовательность отказов, возникающая в 
эксплуатации таких систем, образует поток отказов. 

Интенсивность потока отказов системы, называемая 
также суммарной частотой отказов [10.2], 

8 

2,41 

k 
Л. (t)= 3} A; (0), (10.61) 

1=1 

здесь A, (¢) — интенсивность потока отказов {-го элемента; 
Е — число элементов в системе. 

Интенсивность потока отказов элемента определяется 
отношением числа элементов, отказавших в единицу вре- 
мени, к числу испытываемых элементов при условии, что 
все неисправные элементы заменяются новыми. Статисти- 
ческая оценка Л;(Р) находится из выражения 

«__П (1, At) 
А; (1) N,At , (10.62) 
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где n(t, АР) — число элементов, отказавших в интервале 

At At 
времени от { — > MOl+ 7; 

№ — число испытываемых элементов. 

При {—-со интенсивность потока отказов стремится 

К ПОСТОЯННОЙ 

= (10.63) 

где Т; — среднее время 7 элемента. При экспоненциаль- 
ном законе надежности A; =А;. 

Таким образом, для периода нормальной работы интен- 
сивность потока отказов совпадает с интенсивностью от- 
казов ^,. 

Принимая во внимание, что средний срок службы 
элемента 7, введем величину А, характеризующую 
усредненное значение интенсивности потока отказов в 
интервале 11 = = 7. 

Рассмотрим группу, состоящую из А одинаковых эле- 
ментов. За время oT 0 до В откажет в среднем А, эле- 
ментов: 

ky = RXot, ’ 

за время oT ¢, до Г-- А, элементов: 

ky=kA,, (T—t), 
причем &,-+ ky==k. Следовательно, 

== [Aofy + Лет (Т —h)], 

откуда 
1 — №. 

A — 2! ст T—t, 

Принимая во внимание (10.41) и вводя обозначение 

у — —, получаем: 
Tae 

А (5). (10.64) 

Таким образом, в`интервале oT 0 до Ё интенсивность 
потока отказов равна постоянной величине №, а при 
4 <= Т ее среднее значение характеризуется A,,. Сле- 
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довательно, для любого момента времени в интервале 
от 0 до 7 выражение интенсивности потока отказов A (1) 
имеет вид (рис. 10.12) 

A () =o] (t)—1(t—4) +51 (¢— 4) |. (10.65) 

Значения среднего числа отказов за время Ё и среднего 
времени между отказами (наработка на отказ) в интер- 
вале от 0 до ¢ определяются по формулам [10.2] 

ТЕЛ. В, (10.66) 

— | (10.67) 

i — У |) (10.68) 

где Г; — среднее время 7 1-го элемента. 
Приведенные выше ко- 

личественные характери- 

ИЛИ 

A(t) | стики позволяют оцени- 
| По вать надежность систем 

| | | 5$ в процессе эксплуатации 
5 т _ без учета времени, затра- 

0 Г t, 7, Чиваемого Ha профилакти- 
ческие мероприятия и ре- 

Рис. 10.12. Зависимость A (ft) монт. Учитывать эти зат- 

раты времени можно с 
помощью коэффициентов надежности. Наиболее часто при- 
меняется коэффициент готовности: 

р =n (10.69) r 

где {, — среднее время восстановления. 
По физической сущности К; — вероятность исправного 

состояния аппаратуры в любой момент времени. 
Вследствие отклонений параметров реальных элемен- 

тов от номинальных или расчетных данных при первом 
включении автоматическая система может дать отказ. 
Вероятность того что система окажется работоспособной 
в момент включения, характеризует конструктивную на- 
дежность системы. 
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Расчет конструктивной надежности заключается в оп- 
ределении вероятности соответствия системы ее обобщен- 
ной характеристике -- обобщенному функционалу, в качестве 
которого удобно рассматривать передаточную функцию 
W (р) или частотную характеристику [10.1]. Решение этой 
задачи получается наиболее простым, если вероятность 
соответствия определяется по модулю и фазе частотной 
характеристики [10.3]. Модуль М (w) и фаза $ (®) выра- 
жаются через параметры системы: 

М (w) =f (x1, №, Xa, ..., №), 
p(w) = | (%1, №, Хз, ..., Xn). 

Если параметры системы, как случайные величины, 

являются независимыми, то абсолютные значения откло- 

нений 

(10.70. 

n 

АМ == У ду, (хь, Noy cory Xn) Ах,, | 

дх; 

i=l (10.71) 
n 

Ag = У Of (X1, Аз, ...) Xn) АХ.. 

дх; 
i=1 

Известно [10.3], что АМ и Ag подчиняются нормаль- 
ному распределению. Тогда вероятности соответствия мо- 
дуля и фазы системы заданным значениям определяются 
по формулам 

1 

А/Млдоп —АМ 

Py МАМ, = 0 3 } 

Ам _ 10. 

Р. 1 @ < Афлоп} == О . 

Здесь АМхоп, АФлоп — Допустимые пределы изменения мо- 
дуля и фазы; 

АМ, А$ — средние значения отключений мо- 
дуля и фазы; 

Sam, бд. — Средние квадратичные отклонения. 

Примеры. |. Определим среднее значение времени до первого 
отказа и среднее значение времени между отказами при # — со 
узла аппаратуры, состоящего из пяти пар контактов реле типа 
РЭС-8. Контакты срабатывают с частотой 5 гц, коммутируя ток 
0,3 а при напряжении 220 в. ^-характеристика контакта реле, рабо- 
тающего в этом режиме, приведена на рис. 10.13. 
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Для расчета характеристик надежности узла воспользуемся 
обобщенным распределением. Параметры распределения, получен- 
ные по \-характеристике: 

№=0,95 - 10-7 | 
4 

| 
а — lO > 

n,= 87. 105 Ц. 

По (10.41) находим: | 

9 = 8,7. 105. 0,95 - 10-7 = 0,08. 

^,-10 7-1 
74 

2 и 
11- -— “= 

| _ 

6 oy) 3. 5 7 9 п-1024 

Рис. 10.13. \-характеристика контакт- 
ной пары реле РЭС-8 

Так как точка А, 0 не попадает в область J, значение среднего 
времени отказа должно быть определено по общей формуле (10.59). 
По (10.58) 

| 
Кс — 5. 0,95. 10-7 — 

__ 8,7. 103 
0. = For = 0,41, 

0,95 - 107? 
Те = V 10-1 

Г. 21-105 Ц, 

У 5 = 0,21. 

Тогда 
_ oat 

= 21-1081 ети ол [1 — © (0,21 е ~(o vn 

== 10,3. 105 y 

Среднее значение времени между отказами определяется по 
(10.68). Для этого при Гькс = = 105. 108 ц, 6 = 0,08, y = 0,095 по (10. 42) 

найдем: 

_ 6.005 
Г = 105. 10 l—e re ДЕС 00956 ("ey 

x {1 —@ (0,095) \ = 19,6. 10° и. 
$ 
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Следовательно, 
5 —1 

f = (вена) =4. 10° ц. 
j= 

2. Определим конструктивную надежность по модулю звена, 
имеющего передаточную функцию (4.69). Модуль должен находиться 
в пределах допуска 8Мхоп = = 5%/о. Коэффициент усиления Rk звена 
имеет допуск 8А = + 209/,. Постоянная времени т = 0,07 сек харак- 
теризуется допуском bt = + 7/0. Несущая частота ® —= 50 гц ста- 
билизирована с точностью bw = + 5?/o, 

Модуль частотной характеристики данного звена 

К 

V1 +. t¥w? 

Изменение модуля в зависимости от изменений параметров по 
(10.71) 

М (°) = 

] K w2t 
= —_ AK — . Ат — 

У 1-Е 203 VIF = (1-2) 

— К . ot Aw 
Vito? (1 + 2%?) 

или в относительных значениях 

АМ 

__ AM _ АК 
8М = М р К =e ИТ. Д 

Отсюда 
2-2 

ЗМ = 8K — Тм в. 

Подставляя численные значения, получаем: 

_ о (2+ 3,14 - 80)? (0,07 
М = + 20 — тр. м. 50} (0,07) 
(23,1450)? (0,07) 

T+ (2-3,14- 50)? (0,07) 

Среднее значение 

(+7 — 

5 (+ 5) = + 8,079/,. 

5М — ВМ max + ЭМ nin = 5 , 

В рассматриваемом случае 

5М = 8,07 5 8,07 —0. 

На основании правила, по которому 

Вер { | 8M nax — 3M [< 35, 4 } = 0,997, 
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для определения <, м можно воспользоваться приближенным соот- 

ношением | 

__ ВМ пах —M 
SAM SZ 3 . 

Следовательно, 

лм => oo = 2,69%]. 

Теперь по (10.72) находим, что конструктивная надежность узла 
по модулю оценивается вероятностью 

5—0 Py {tM < М} = $ (5-5) — 0,928. 

$ 10.4. РЕЗЕРВИРОВАНИЕ 

Несмотря на то, что техника развивается в направле- 
нии создания все более надежных устройств, нет элемен- 
тов, работающих абсолютно надежно, т. е. таких, вероят- 
ность безотказной работы которых тождественно равна 

Рис. 10.14. Общее резервирование системы с крат- 
ностью т 

единице. Для любого реального элемента P(t) является 
убывающей функцией времени, и повышение надежности 
элемента приводит лишь к замедлению ее убывания. 

_ Таким образом, система, состоящая из реальных. эле- 
ментов, не может быть абсолютно надежной. Однако 
важно, чтобы при эксплуатации систем вероятность их 
безотказной работы за определенный промежуток времени 
была достаточно высокой. Повышение надежности систем 
можно достигнуть посредством резервирования. Этот метод 
повышения надежности приводит к созданию избыточных 
систем, содержа'цих болыше элементов, чм было бы 
нужно, если бы элементы были абсолютно надежными. 
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Если резервные элементы включены параллельно и 
работают, дублируя один другого, то такое резервирование 
называется постоянным. Если резервные элементы всту- 
пают в работу после отказа основных, то имеет место 
резервирование замещением. Такие способы резервирования 
можно осуществить путем общего и раздельного соединения 
резервных элементов. При общем соединении резерви- 
руется вся система в целом. Отношение числа резервных 
цепей к числу работающих называется кратностью резер- 
вирования и обозначается буквой т. На рис. 10.14 пред- 
ставлена система, состоящая из mN элементов, зарезер- 
вированная постоянно с кратностью т. 

Вероятность отказа такого устройства 

Qy =] | Qiu, (10.73) 
i=0 

где Qj, — вероятность отказа отдельной цепи, состоящей 
| из / элементов. 
Вероятность безотказной работы системы 

Py=1 —][Qn (10.74) 
i=0 

ИЛИ | 

Py=1 — Па — P;,). (10.75) 
i=0 

Так как N элементов каждой цепи рассматриваемой 
системы находятся в основном соединении, то вероятность 
безотказной работы одной цепи 

N 
Ри = Piz, (10.76) 

j=! 

где Pi; — вероятность безотказной работы /-го элемента 
[-й цепи. . 

Подставляя (10.76) в (10.75), имеем: 

\ 
\ 

m N 

р=1— П {1—T] Py). (10.77) 
f 

i=0 j=! 

Если все элементы равнонадежны, TO 

Py=1—(1—P%)™". (10.78) 
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Резервирование системы по отдельным участкам назы- 
вается раздельным. При этом резервироваться могут как 
сравнительно крупные блоки и узлы арматуры, так и 
отдельные элементы и даже внутриэлементные связи. 
На рис. 10.15 представлена избыточная система, состоя- 

hp 

Рис. 10.15. Раздельное резервирование элементов 
системы с кратностью т 

щая из N элементов, каждый из которых имеет т резерв- 
ных. Если отказы всех элементов являются событиями 
случайными и независимыми, то вероятность безотказной 
работы такой системы 

№ т 

Раз =  ] TI a—P,)) (10.79) 
i=| 1=0 

В случае равнонадежных элементов 

Pras == [1 — (1 — Py, (10.80) 

Сравнение эффективности общего и раздельного резер- 
вирования [10.3] показывает, что при одинаковом общем 
числе элементов MN и О < 1 вероятность отказа’ системы 
при общем резервировании в п”! раз больше, чем при 
раздельном, т. е. раздельное резервирование позволяет 
получить более надежную систему, чем общее. 

Следует заметить, что для повышения надежности 
систем нет необходимости резервировать все элементы 
с одинаковой кратностью. В реальных системах элементы 
по надежности различаются друг от друга и иногда очень 
сильно. Поэтому кратность резервирования подбирается 
так, чтобы все группы однотипных элементов обладали 
примерно одинаковой надежностью. 

При введении постоянного резервирования следует 
учитывать, что отказы большинства элементов (например, 
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сопротивлений, диодов, реле и т. д.) могут быть двух 
видов: «обрыв» и «короткое замыкание». В зависимости 
от вида отказа резервные элементы присоединяются раз- 
лично. Если элементы выходят из строя в основном из-за 
обрыва, а короткое замыкание — явление чрезвычайно ред- 
кое, то резервные элементы следует подключать парал- 
лельно. В противном случае, т. е. при отказах типа 
«короткое замыкание», необходимо резерв включать после- 
довательно. Если же отказы элементов бывают того и дру- 
гого вида, то применяются комбинированные, параллельно- 
последовательные соединения. Отдельный элемент заме- 
няется совокупностью таких же элементов, функциони- 
рующих подобно ему. При этом следует учитывать, что 
параллельное соединение, являясь резервным для отказов 
типа «обрыв», приводит к увеличению относительного 
влияния отказов типа «короткое замыкание» и, наоборот, 
последовательное — к росту влияния отказов типа «обрыв». 

Вероятность безотказной работы комбинированных схем 
по отношению к отказам определенного вида можно вычис- 
лять, применяя формулы (10.78) и (10.80). Однако по 
мере усложнения схем эти расчеты становятся чрезвычайно 
трудоемкими. Рассмотрим более общий прием, который 
применим к схемам любой сложности [10.3]. 

В комбинированной схеме, состоящей из А элементов, 
характеризуемых вероятностями безотказной работы Р\, 

2, ..., Рь, имеется 5 путей передачи сигнала с входа 
на выход. Пути передачи сигнала, образуемые основным 
соединением элементов, соединены резервно. Для безотказ- 
ной работы схемы достаточно безотказной работы элементов 
какого-либо одного пути при отказе всех остальных эле- 
ментов: например, пути с номером |, который включает 
п элементов. Вероятность этого случая равна произведению 
вероятностей безотказной работы п элементов ]-го пути, 
умноженному на произведения вероятностей отказа (К — п) 
остальных элементов. Но передача сигнала по данному 
пути может быть выполнена и при безотказной работе 
одного, двух и T. д. до (Е — п) элементов, не находящихся 
на рассматриваемом пути. Вероятность каждого из этих 
случаев равна произведению вероятностей безотказной 
работы элементов, работающих исправно, умноженному 
на произведение вероятностей отказа остальных элементов. 
Вероятность же передачи сигнала по рассматриваемому 
пути равна сумме вероятностей всех возможных случаев 
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использования этого пути. Вероятность безотказной работы 
соединения равна сумме вероятностей прохождения сиг- 
нала по всем $ путям: 

S k—na” k 

P.()= у У ay TI Pit) TI 0. (10.81) 
]=1 l=0 i= | j=n+/l+1 

Здесь / — число безотказно работающих блоков, He нахо- 
дящихся на пути, для которого вычисляются 
произведения вероятностей. 

Каждый элемент имеет номер &, изменяющийся от | до 
п--/ для каждого члена внутренней суммы. Коэффи- 
циент а,, равея единице или нулю: a,;== 1 для всех чле- 
нов внутренней суммы при | =1, т. е. при суммировании 
по первому рассматриваемому пути; при суммировании 
по остальным путям следует ‘полагать а; =0 для всех 
слагаемых, которые встречались на предыдущих путях. 

При [= — п для всех путей 

at+l 

a, [[ Pid Г (@] =a T] P; (6. 
ic | . é=n+l+! 

В этом случае а,,=1 для одного пути, а для остальных 
необходимо брать а,,=0. 

Для соединения, состоящего из элементов, имеющих 
одинаковую надежность, Р; и Q; не зависят от номера 
элемента и могут быть обозначены Р, и (,. Тогда, вводя 
общее число безотказно работающих элементов h=1-+ 1 
из (10.81), получаем: 

P.(t)= у APs (0% —" (0, (10.82) 
й = | 

здесь А, — число возможных путей передачи сигналов, 
когда h элементов работают безотказно. 

Вероятность отказа соединения 

Ч. (t) = 1— P, (0. 

Для вычисления ©. (Г) можно получить другое выражение. 
Для этого необходимо рассмотреть условия, при которых 
сигнал не может пройти через схему из-за отказов неко- 
торого количества элементов. Допустим, что в схеме 
имеется г групп элементов, причем группы образуют 
основное соединение, а элементы в каждой группе соеди- 
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нены резервно. Отказ соединения происходит при отказе 
всех и элементов, входящих в какую-либо группу. Сле- 
довательно, вероятность отказа соединения равна сумме 
вероятностей отказа каждой из г групп. Обозначая через ] 
номер группы, а через у— число отказавших блоков, не 
входящих в рассматриваемую группу, получаем: 

г R—u uty k 

Qat= >» »6,, [190 [ Ps, (10.83) 
j=ly=0 i=| ви У! 

здесь коэффициент by, аналогично коэффициенту a,,B (10.81) 
равен единице или нулю. 

Для соединения, состоящего из элементов, характери- 
зуемых одинаковыми значениями P, (2) и Q, (1), получаем: 

Q. (t)= У! ВР» * (1 QF 1, (10.84) 
г =1 

где Bg — число возможных групп из g элементов, отказ 

которых вызывает отказ схемы. 

Le и. _ 

o—+—{_}—_}~_}-+ +4 + вы 

Рис. 10.16. Резервированная схема, имеющая 
длину L=O и ширину W=3 

Выражения (10.82) и (10.84) являются несколько видо- 
измененными формулами Мура и Шеннона |10.3]. В этих 
формулах некоторые члены иногда отсутствуют, так как 
при некоторых значениях A и g коэффициенты A, и By 
равны нулю. Наименьшее количество элементов в пути, 
обеспечивающем прохождение сигнала через схему, назы- 
вается длиной схемы и обозначается буквой L. Наимень- 
шее количество элементов в группе, отказ которых вызы- 
вает отказ соединения, называется шириной схемы и 
обозначается буквой W. Для схемы, представленной на 
рис. 10.16, L=5, У =3. 

Следует отметить, что формулы (10.81)—(10.84) опре- 
деляют вероятность безотказной работы и вероятность 
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отказа схемы для отказов типа «обрыв». Для отказов 
типа «короткое замыкание» вероятности Р и @ меняются 
местами. В этом случае по формулам (10.81) и (10.82) 
вычисляется вероятность отказа, а по (10.83) и (10.84) — 
р вероятность — безотказной 
,ph------------- работы, причем в правых 
Pyh—-—-—-—---—-- частях этих выражений Be- 
р. PTT TTT OTF роятности Q; должны быть 

поставлены на место P;, и 
наоборот. 

Рассмотрим зависи- 
мость P, (# от вероятности 
безотказной работы эле- 

` мента Р.(Р для комбини- 
рованных схем. Как по- 
казывают исследования вы- 

-  ражения (10.82) [10.3], 
Я И, 102, кривая Р.(Рь) проходит 

Рис. 10.17. Зависимость между ве- Через точки (0, 0) и (J, 
роятностью безотказной работы [) и пересекает биссект- 
системы и элемента при комби- рису координатного угла 

нированном резервировании между ними (рис. 10.17). 

Если Р. > Po, то схема об- 
ладает более высокой надежностью. Дальнейшее увеличение 
надежности можно получить путем увеличения количества 
резервных элементов. Например, рассматривая резервное 
соединение как неделимый 
элемент можно построить из 
них подобную схему. Такой 
способ называется итерацией, 
т. е. подстановкой одной схе- 
мы в другую. Имея зависи- 
мость P.(P,) для применяе- Рис. 19.18. Последовательно- 

мой схемы, можно легко опре- параллельно сеслинение эле- 
делить вероятность безотказ- HOB 
ной работы для любой по 
порядку итерации. Например, элемент, характеризуемый 
вероятностью безотказной работы Py, резервируется по 
схеме, представленной на рис. 10.18. Зависимость Р. (Р.) 
для нее соответствует кривой, изображенной на рис. 10.17. 
Как видно из рисунка, вероятность безотказной работы 
схемы равна Ра, причем Ра >Р!. Следующая итерация 
повышает вероятность безотказной работы до величины Раз 
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и т. д. Таким образом, повышая порядок итерации, можно 
получить вероятность безотказной работы схемы сколь 
угодно близкой к единице. Это достижимо тогда, когда 
рассматривается определенный промежуток времени, т. е. 
при неизменных значениях вероятности. Но вероятность 
безотказной работы — убывающая функция времени. Сле- 
довательно, всегда наступает момент, начиная с кото- 
рого P(t) элемента будет меньше Ро. Таким образом, 
с течением времени эффективность резервирования умень- 
шается и для параллельно-последовательных схем при 
больших значениях { вероятность безотказной работы 
оказывается ниже, чем для одного реле. 

Приведенные выше формулы можно применять для 
расчета надежности, если отказы элементов — события 
независимые. Это выполняется тогда, когда отсутствует 
последействие отказов или оно незначительно. Часто же 
это требование не выполняется, так как отказ одного из 
элементов в резервном соединении приводит к перерас- 
пределению нагрузок на других элементах, в результате 
чего интенсивность отказов их увеличивается. Если счи- 
тать, что отказы одних элементов не меняют надежности 
других, то тем самым надежность всей системы будет 
завышена. Наоборот, если определять характеристики, 
исходя из наиболее тяжелых условий работы элементов, 
возникающих из-за наличия последействия, то тем самым 
надежность системы будет занижена. Для этих крайних 
случаев легко подсчитать вероятность безотказной работы 
системы. Пусть P; — вероятность в первом случае, Py — во 
втором. Тогда истинная вероятность безотказной работы Р 
оценивается неравенством 

Pa P<P,. 

Если приближенно положить, что P==Po, то ошибка 
этого приближения будет меньше разности Р! — Ро. 

Для расчета надежности резервированных систем можно 
также применить матричный метод [10.2], который до 
некоторой степени позволяет учесть эффект последействия 
отказов. 

При резервировании замещением необходимо применять 
переключающие устройства. Это усложняет систему и 
понижает ее общую надежность. Однако этот вид резер- 
вирования дает возможность применять, кроме горячего 
резерва, при котором избыточные элементы находятся 
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в рабочем состоянии с момента включения аппаратуры, 
облегченный и ненагруженный резерв. При облегченном или 
ненагруженном резерве избыточные элементы до момента 
включения их вместо отказавших элементов находятся 
соответственно в облегченном или ненагруженном режиме. 
Это приводит к повышению надежности устройства. Вместе 
с тем отсутствует изменение режимов работы элементов. 

=») 
Рис. 10.19. Система с резервированием 

замещением 

При горячем резерве расчет надежности производится 
аналогично расчету с постоянным резервированием, только 
учитывается надежность переключающих устройств. Вероят- 
ность безотказной работы резервированного узла с раз- 
дельными переключающими устройствами (рис. 10.19) 

P, (t) = 1 —[1 — Py (t)+ Pox (2) + Paws (t)- P (¢)]™. (10.85) 
Здесь Р (1) — вероятность безотказной работы основного 

или резервного блоков А1, Ag, ..., Am, пред- 
полагаемая для всех них одинаковой; 

P(t) — вероятность безотказной работы индика- 
тора И; 

Рьх (Г) — вероятность безотказной работы входного 
переключателя Пьх; 

Р»ых (f) — вероятность безотказной работы выходного 
переключателя /Гьых. 

При облегченном или ненагруженном резерве расчет 
надежности систем следует выполнять с учетом того, что 
при отказе основного элемента в момент времени << ft 
резервный работает в облегченном или ненагруженном 
режиме в течение времени < и в нагруженном — в тече- 
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ние {—‹. Если кратность резервирования единица, то 
при ненагруженном резерве вероятность безотказной ра- 
боты системы за время ¢ 0. 3] 

Ре (t) = Poeun (t) + Pes (ft — <) осн (<) dt, (10.86) 
0 

где Рос, '2) — вероятность безотказной работы основного 
элемента; 

Ррез (1 — t) — вероятность безотказной работы резервного 
элемента; 

осн (<) — плотность вероятности езотказной работы 
основного элемента. 

Если необходимо рассчитать надежность при большей 
кратности резервирования, то следует первоначально опре- 
делить Р.(й при т==1. Затем, принимая рассмотренное 
устройство за неделимый элемент, характеризуемый полу- 
ченной вероятностью безотказной работы, определяем Р (#) 
для т==2 ит. д. Вычисления проводятся до требуемой 
кратности резервирования. 

При облегченном режиме отказ резервного элемента 
может наступить также до момента замещения основного. 
В этом случае формула (10.86) принимает следующий вид: 

t 

Ре (t) = Poen (t) | P(t) Рьез (f—*t) осн (<) dt, (10.87) 
0 

где Р’ (<) — вероятноёть безотказной работы резервного 
элемента до включения его в работу. 

Примеры. 1. Система, состоящая из трех последовательно 
соединенных устройств, дублируется другой, включенной постоянно. 
Вероятности безотказной работы устройств в течение времени ¢ 
соответственно равны 0,82; 0,75; 0,68. Отказы устройств — события 
независимые. Во сколько раз повысится вероятность безотказной 
работы резервированной системы при переходе от общего к раз- 
дельному резервированию с той же кратностью? 

Вероятность безотказной работы системы при общем резерви- 
ровании по формуле (10.77) 

| 3 

Рв =1-— [| | — |] Pi) = 066 
j=1 i=0 

Вероятность безотказной работы системы при раздельном резер- 
вировании по формуле (10.79) 

3 | 

Рраз = И [ — Па — P| =a 

i=] 
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Отношение вероятностей безотказной работы при раздельном 
0, 

и общем резервировании: о6Е== 1,3. 
’ ‚ 

Следовательно, в рассматриваемом случае эффективность раз- 
дельного резервирования в 1,3 раза выше, чем общего. 

2. Контакты реле имеют отказы двух видов: «обрыв» и «ко- 
роткое замыкание». Вероятность безотказной работы реле за время te 
по отношению к отказам типа «обрыв» Робр = 0,731, а по отноше- 
нию к отказам типа «короткое замыкание» Py, = 0,852. Для повы- 
шения надежности реле введено постоянное резервирование. Реле 
заменяется комбинацией из четырех реле (K = 4), соединенных по 
схеме, представленной на рис. 10.20. Определим вероятность без- 
отказной работы схемы и ее итерации первого порядка по отно- 
шению к отказам того и другого типа. 

К К 7 = 

Bxod | [Выход 

Рис. 10.20. Параллельно-последова- ̀ 
тельное соединение контактов реле 

Для определения вероятности безотказной работы схемы по 
отношению к отказам типа «обрыв» воспользуемся общей форму- 
лой (10.81). В схеме имеется четыре пути передачи сигнала от 
входа к выходу: 

]=1 — через реле K, и К,, 

]==2 — через реле Ky и Ki, 

]=3 — через реле K, и Ki, 

]=4 — через реле К. и К. 

Следовательно, т = 4, п=2, [=1|1-2-2. 
Определим члены внутренней суммы при / =1. Для всех них 

а! =1. В этом случае должны безотказно работать реле Ky и А}, 
но могут правильно функционировать также реле Ky и Ky — одно 
из них или оба: 

Р.Р:О›О04 при [=0, 

P,P3P:Q, } 
при /=1, 

P,P,QsP4 

P,P3P Py, при [=2. 

При /=2 коэффициент а, =1 для следующих членов внутрен- 
ней суммы: 

Р.Р: Оз при /=0, 

Р.Р.Р: О», 
} при /=1. 

PsP4Q,P3 
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Для члена P,P,P,P,; следует взять Qj, =0, так как он был при 
рассмотрении первого пути. Для третьего / =3 и четвертого / = 4 
путей имеется лишь по одному члену с коэффициентом ау = 1: 

Р.Р.ОзОь, 

PsP,Q1Q4. 

Суммируя все члены, получаем: 

Ре. обр = PiPs (034 + PsQu + Р.О, + PsP.) + 

+ Р.Р. (010, + Р.О, + О.Р») + Р!Р.О0, + РзРзО1:О.. 

Так как все элементы схемы одинаковы, считаем, что все они 
характеризуются одинаковой вероятностью безотказной работы 
Робр. Подставляем в предыду- 
mee выражение Робри Qosp= ®. 

= 1-—Робр, тогда РЕ Ея 
Р.. обр = Равр — 4P36p + 4P%6p. "и с. обр 

При Робр = 0,731 Ре.обр = 0,861. 1 
’ На рис. 10.21 кривой 1 

представлена зависимость 
Ре.обр (Poop) для рассматривае- 45} 
мой схемы. Графически опре- | 
деляем, что для итерации пер- 
вого порядка вероятность безот- 2 
казной работы Рит. обр == 0,962. 

Отказы типа «короткое 
замыкание» приводят к замы- —_ 
канию цепи между входом и 0 0,5 М: 
выходом при разомкнутых кон- 
тактах. Поэтому для определе- Рис. 10.21. Зависимость Ре (P,) 
ния вероятности безотказной — для параллельно-последовательно- 
работы в этом случае восполь- го соединения 
зуемся формулой (10.83), за- 
менив О на Р. В рассматриваемой схеме может быть две группы, 
обеспечивающие размыкание цепи: 

1=1— К: и К,, 

1=2— А. И К.. 

Po
 

и
о
а
н
н
И
 

Следовательно, г =2, и=2, у=0--2. 
Члены внутренней суммы для первой группы / == 1: 

Р.Р. Оз при у=0, 

Р.Р. РзОь, | при у=1 

P,P:Qs3P4 

P,P3P,P, при у=2. ` 
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Во второй группе /=2 коэффициент В: =1 для членов 

P3P4Q1Q2 при у=0, 

а oon yal 
P3P4Q,Ps 

Для повторяющегося члена Р,Р.Р.Р» следует взять Dy, =0. 
Суммируя все члены, получаем: 

Ре. к. з = Р.Р» (QsQs + РзОл + QsP4 + РзР.) + 

+ PsP4 (910, + Р.Ф: + ©:Р»). 

Так как всё реле одинаковы, 

— p4 
Ре. к.з = к. 3 + 4Рк. з@к. з + 2РЕ. з К. 3 

ИЛИ 
— 2 — РА 

Ре. к.з = 2Рь. з Pres 

Подставляя значение Py, , = 0,852, получаем Ре. к. 3 == 0,925. Ha 
рис. 10.21 кривой 2 показана зависимость Ре. к. з OT Px, з. Для ите- 
рации первого порядка графически определяем вероятность без- 
отказной работы. 

Рит. к. з — 0,979. 

3. Для повышения надежности устройства применяется резер- 
вирование замещением с кратностью т =2. Резервные устройства 

до включения не нагружены. Интенсивность отказов A= 3,5. 10-8 — 

постоянна. Определим вероятность безотказной работы резервиро- 
ванной системы в течение времени ¢ = 100 4, без учета надежно- 
сти переключающих устройств. 

Вероятность безотказной работы системы, состоящей из основ- 
ного и одного резервного устройства, при экспоненциальном рас- 
пределении 

t 

Pe (t) eM 4 | eRe de ee + Ate, 
0 

Подставляя в эти выражения значения A и & получаем: 

р. (t) = e735 . 10-3. 103 (1 + 35. 10-3. 108) — 0,945, 

Рассмотрим систему, характеризуемую. вероятностью безотказ- 
ной работы р. (tf) = 0,945, как основное устройство. Оно резервируется 

с кратностью м =1. Для определения вероятности безотказной ра- 
боты всей системы необходимо найти выражение плотности веро- 
ятности рассматриваемого основного устройства, равное производ- 
HOH ре (Е) по Е: 

© ocu(t) =— PEO) = dere 
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Подставляя W’ocy (<) В (10.81), получаем выражение вероятностй 
безотказной работы всей системы: 

t 
Ate? 8, 

Ре (t) = р. (t) + \ e Ah) 3хе- Ate — P(t) + e~ At, 

0 

откуда 

P(t) = 0,945 + = 0,988. (3,5 - 107")? - 100° — 3,5.10-8.102 
2 

$ 10.5. ЭКОНОМИКА НАДЕЖНОСТИ 

Надежность является одним из важнейших факторов, 
определяющих эффективность применения управляющих 
систем. Действительно, ненадежная аппаратура, не обес- 
печивая управление, требует огромных затрат Ha’ ремонт 
и техническое обслуживание. Кроме того, любой отказ 
сопровождается экономическим ущербом, определяемым 
потерями продукции из-за простоя, производством брака 
из-за нарушения технологии и т. п. Поэтому при созда- 
нии новых систем необходимо оценивать их эффектив- 
ность с учетом надежности, рассматривая при этом воз- 
можные экономические потери, возникающие вследствие 
отказа. 

Недостаточная надежность систем приводит к необхо- 
димости иметь специальные меры ее повышения. Это со- 
провождается экономическими затратами. Поэтому необ- 
ходимо оценивать экономический эффект повышения на- 
дежности. Он является положительным, если затраты 
окупаются в период эксплуатации. В этом случае повы- 
шение надежности системы целесообразно. 

Для невосстанавливаемых систем экономический эф- 
фект повышения надежности можно оценить сроком OKY- 
naemocmu +. 

Экономический эффект при увеличении надежности 
будет положительным, если 

<< Т. (10.88) 

При этом следует учитывать, что значение среднего вре- 

мени Т системы повышенной надежности должно быть 
меньше времени морального износа, иначе возможность 
получения экономического эффекта остается нереализо- 
ванной. 
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Определение экономической эффективности повышения 
надежности восстанавливаемых систем можно ориентиро- 
BOUHO выполнить следующим образом. Допустим, что до 
повышения надежности система характеризовалась сред- 
ним числом отказов ми за время fy. При повышении на- 
дежности эта величина за`то же ‘время снизилась до My. 
Если стоимость отказа, в которую входит стоимость ре- 
монта и потерь в результате отказа, у менее надежной 
системы равна Си, а первоначальные затраты Ha изготов- 
ление системы равны Сы, то затраты на изготовление и 
эксплуатацию этой системы 

С! = Cu + Сати. (10.89) 

Соответственно после введения мер повышения надеж- 
ности общая сумма затрат 

Cy — Cue -- С это, (10. 90) 

где С„з — стоимость изготовления системы повышенной 
надежности; 

Cog — стоимость отказа системы повышенной надеж- 
HOCTH. 

Обычно Cy < Сна, Cor < Cog. Однако при введении в си- 
стему повышенной надежности устройств, облегчающих по- 
иск и устранение неисправностей, С.» может быть меньше 
С. Отношение 

и Cy 

характеризует эффективность повышения надежности. При 
х< | экономический эффект положительный. 

Одним из основных методов повышения надежности, 
как указывалось выше, является резервирование. Введе- 
ние резерва, однако, увеличивает стоимость систем, их 
вес и габариты. В связи с этим возникает задача обеспе- 
чения оптимального резервирования, т. е. выбора способа 
резервирования и его кратности, обеспечивающих макси- 
мальное значение вероятности безотказной работы при 
каком-либо ограничении, например заданной стоимости 
или весе, или габаритах. Часто возникает и обратная за- 
дача, при которой необходимо определить способ резерви- 
рования и его кратность, обеспечивающие заданную ве- 
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роятность безотказной работы при минимальной стоимо- 
сти (весе, габаритах) системы. 

Задача определения оптимальной кратности резервных 
элементов решена для раздельного постоянного резерви- 
рования [10.2]. 

Пример. Интенсивность отказов системы № = 0,531. lo“ 

Меры повышения надежности позволяют понизить интенсивность 
| 

ее отказов до величины A = 0,125. 10-8, при этом CpOK окупае- 

мости затрат на повышение надежности t= 2,7. 10 ц. 
Среднее значение времени Т системы повышенной надежности 

— 1 
~~ 0,125. 1078 

Меры повышения надежности дают положительный экономи- 

ческий эффект, так как t< Т. Следовательно, введение их целесо- 
образно. 

= 8,0. 108 4, . 
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ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Абсцисса абсолютной сходимости 
Автоколебания 
Автомат управляющий 
Автоматизация 
— комплексная 
Адъюнкт прямого пути 
Акт переработки информации 
Алгебра булева 
Алгоритм 
— детерминированный 
— недетерминированный 
— самоорганизующийся 
— универсальный 
— частный 
Алгоритмизация 
Ансамбль иерархий 
Аппроксимация кусочно-линей- 

ная 
Бел 
Бионика 
Бит 
Бинит 
Блок сообщения 
Блок-схема 
Быстродействие оптимальное 
Вектор Михайлова 
— Найквиста 
— характеристический 
Величина случайная 
— — дискретная 
Вероятность безотказной работы 
— апостериорная 
— априорная 
Ветвь графа 
Воздействие возмущающее 
— гармоническое 
— изучающее 
— направляющее 
— управляющее ‚ 
Время между отказами среднее 
— чистого запаздывания 
Вход 
Высказывание 
— истинное 
— ложное 
— равное 
— тождественно-истинное 
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— — ложное 
Выход. 
Генерирование информации 
Гипербола Вышнеградского 
Гипотеза эргодическая 
Гистерезис 
Гладкость сигнала 
Годограф корневой 
Гомеостазис 
Гомеостат 
Граница переключения 
— устойчивости 
Граф сигнальный 
— элементарный 
Датчик обстановки 
Движение возм ущенное 
— до упора 
— невозмущенное 
— устойчивое асимптотически 
— — по Ляпунову | 
Дезинформация 
Декада 
Декодирование 
Дельта-функция 
Децибел 
Диаграмма ветвящаяся 
Дизъюнкция © 
Дискрета 
Дисперсия 
— режимов 
Дифференцирование обобщенное 
Дрейф характеристик 
Единица двоичная 
Емкость кода 
Зазор 
Закон второй термодинамики 
— — — в киберинетическом вы- 

ражении 
— надежности 
— — обобщенный 
Запаздывание инерционное 
— транспортное | 
Запас устойчивости 
— — по амнлитуде 
-- — — фазе 
Затухание 
Звено



— апериодическое второго по- 
рядка 

— безынерционное 
— дифференцирующее 
— — идеальное 
Звено инерционное первого по- 

рядка 
— интегрирующее 
— — идеальное 
— колебательное 
— консервативное 
— простое 
— типовое 
— элементарное 
Знак перехода 
— — левый 
— — Правый . 
Значение смыслового сигнала 
Значения начальные сигнала и 

его производных 
Зона нечувствительности 
— поиска 
Избыточность кода 
Износ 
— моральный 
Изображение — корреляционной 

функции 
— по Лапласу 
— — — одностороннее 
— — Фурье 
Изоморфизм 
Импликация 
Импульс 
— мгновенный 
— — ёдиничный 
— прямоугольный 
Инерционность 
Интеграл Дюамеля 
— Лапласа 
— обобщенный 
— Фурье 
Интенсивность отказов 
— — системы 
— потока отказов 
Информация 
— командная 
— новая 
— скрытая 
Итерация 
Канал связи 
— —, пропускная способность 

ратной 
Квантование 
— по времени 

— — уровню 
— — — и по времени 
Кибернетика 
-— техническая 
Ключ 
Код 
— оптимальный 
— равномерный 
— самокорректирующийся 
— «четыре из семи» 
— Шеннона—Фано 
Кодирование 
Колебания незатухающие 
Колебательность | 
Количество информации на сим- 

вол среднее 
Контур графа 
Контуры графа некасающиеся 
Конъюнкция 
Коэффициент готовности 
— усиления 
Кратность резервирования 
Кривая Михайлова 
Критерии устойчивости 

раические 
— — частотные 
Критерий амплитудный 
— Вышнеградского 
— Гурвица 
— качества 
— Михайлова 
— Найквиста 
— — для импульсных систем 
— оптимальности 
— — бейесов 
— — интегральный 

алгеб- 

— — обобщенный 
— регулярный 
— статистический 
Раута 
фазовый 
эффективности действия 

Линеаризация 
— гармоническая 
Линейка спиральная 
Логика математическая 
Люфт 
Машина 
— информационная 
— самопрограммирующая 
— управляющая 
— — электронная (ЭУМ) 
— цифровая выислительная 
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— — — универсальная 
— энергетическая 
Метод Гаусса — Зайделя 
— градиента 
— корневых годографов 
— малых возмущений 
— наискорейшего спуска 
— осреднения 
Методы построения переходных 

процессов частот- 
ные 

Механизм исполнительный 
Модель линейная 
Модуль частотной характеристи- 

KH 
Мощность информационная 
— сигнала 
Надежность 
— конструктивная 
Наработка на отказ . 
Насыщение 
Негэнтропия 
Нелинейность 
— существенная 
Неопределенность 
Неупорядоченность 
Нуль 
Область притяжения точки 

покоя 
— управления 
— устойчивости 
Объект управления 
Ограничение 
Ожидание математическое 
Октава 
Оператор 
— воздействия 
— собственный 
Операция Пирса 
— Шеффера 
Определитель Гурвица 
— сигнального графа 
Оптимизатор автоматический 
— — многоканальный 
— — одноканальный 
Орган исполнительный 
— регулирующий 
Оригинал 
Основание 
Отказ 
Отрицание 
Параметр 
Параметры распределенные 
Переключение обратных связей 
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Перекодирование 
Перестановки контурные 
Период повторения 
— рыскания 
Перцептрон 
Плоскость фазовая 
Плотность вероятностей 
— спектральная 
Поиск случайный 
— статистический 
Показатель роста 
Полоса пропускания 
Полюс 
Помеха 
Портрет фазовый 
Порядок контура 
— пути 
— системы 
Последействие отказов 
Последовательность импульсив- 

ных сигналов 
— мгновенных импульсов 
Постоянная Больцмана 
Постоянные времени 
Потеря информации 
— на поиск , 
Поток информации 
Поток отказов 
Преобразование Лапласа 
— структурное 
— Фурье 
‚Преобразования равносильные 
Принцип информации негэнтро- 

ПИЙНЫЙ 
— Карно 
— максимума 
— многократного — применения 

информации 
Приспособление 
Программа 
Программирование динамическое 
Продолжительность  исправной 

работы 
Производная обобщенная 
Процесс детерминированный 
— переходный 
— самоорганизующийся 
— установившийся 
Прямая Попова 
— фазовая 
Путь прохождения сигнала 
— — — замкнутый 
— — — прямой 
Равнозначность



Равносильность 
Разряд 
Разум искусственный 
Разбиение D 
Распределение 
— Вейбулла 
— гамма 
— дифференциальное 
— нормальное 
— — усеченное 
— обобщенное 
— Релея | 
— экспоненциальное 
Реализация случайного сигнала 
Регулирование автоматическое 
Регулятор непрямого действия 
— прямого действия 
Режим установившийся 
— переходный 
Резерв горячий 
— ненагруженный 
— облегченный 
Резервирование 
— замещением 
— оптимальное 
— постоянное 
— раздельное 
Риск средний 
Рыскание 
Самовозбуждение 
Связи обратные перекрещиваю- 

щиеся 
Связь обратная 
— — линий поведения 
— — отрицательная 
— — положительная 
Седло 
Сепаратриса 
Сигнал 
— детерминированный 
— дискретный 

— — в вероятностном смысле 
— дискретно-непрерывный 
— импульсивный 
— кусочно-непрерывный 
— непрерывный 
— — в вероятностном смысле 
_ нестационарный 
— решетчатый 
— случайный 
— стационарный 
— стохастический 
Сигнум-реле 
Символ информационный 

— кода 
— поверочный 
Система 
— автоматическая 
— — автономная 
— — помехоустойчивая 
— — программная 
— автоматического 

(САП) 
— — регулирования (САР) 
— восстанавливаемая 
— гомеостатическая 
— динамическая © 
— дискретная 
— замкнутая 
— избыточная 
— импульсная 
— инвариантная 
— кибернетическая 
— линейная 
— минимально-фазовая 
— мультиустойчивая 
— невосстанавливаемая 
— нелинейная 

— — существенно 

поиска 

‚— непрерывная 
— обучаемая 
— — автоматически 
— обучающаяся 
— оптимального регулирования 

(СОР). 
— открытая 
— поисковая 
— полуавтоматическая 
— прогнозирующая 
— разомкнутая 
— с сосредоточенными парамет- 

рами 
— самонастраивающаяся (СНС) 
— — аналитическая 
— — дифференциальная 
— — поисковая 
— — с замкнутым циклом на- 

стройки 
— — моделью 
— — Разомкнутым циклом 

самонастройки 
самообучаемая 
самоорганизующаяся 
следящая 
стабилизирующая 
структурно неустойчивая 
— устойчивая 
счисления В

Б
Р
Р
!
 \
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— — оптимальная 
— управляющая 
— — автоматическая (АУС) 
— — органическая (ОУС) 
— устойчивая 
— «хищник-жертва» 
— экстремального регулирова- 

ния (СЭР) 
— — —, реагирующая Ha изме- 

нение производной 
— — — сзапоминанием экстре- 

мума 
— — — — непрерывным поиско- 

вым сигналом 
— — — шагового типа 
Скачок единичный 
Сложение логическое 
Смещение относительное 
Смысл сообщения 
Соединение основное 
— параллельное 
— последовательное 
— резервное 
— резервных элементов общее 
— — — раздельное 
Составляющая импульсивная 
— нерегулярная 
— регулярная 
Состояние системы 

ской 
динамиче- 

Спектр белый 
— комплексный 
Среднее по множеству 
— статистическое 
Средство наблюдения 
Срок окупаемости 
Стабилизация 
Стратегия управления 
Структура топологическая 
Суперпозиция реакций 
Схема логическая алгоритма 
— структурная 
— функциональная 
Схемы равносильные 
Теорема Котельникова 
Теория автоматического регули- 

рования 
— — управления 
Точка изображающая 
— покоя 
— — неустойчивая 
— — устойчивая 
Траектория корней 
— фазовая 
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Трапеция единичная 
Трение жидкое. 
— сухое 
Узел 
Ультраустойчивость 
Умножение логическое 
Упорядоченность 
Управление 
— дуальное 
— комбинированное 
— оптимальное 
— по возмущению 
— — отклонению 
Уравнение Беллмана 
— движения 
— в обобщенных производных 

с постоянными 
коэффициентами 

— — линейное 

— — нелинейное 
— — операторное 
— дифференциальное переход- 

ного процесса 
— линейного приближения 
— узловое 
— характеристическое 
— — в форме Вышнеградского 
— — неполное 
Усилитель ̀ 
— мыслительных способностей 
Условие логическое 
— остановки 
— тождественно-ложное 
— устойчивости необходимое 
— — — и достаточное 
Условия начальные 
— нулевые 
— — — слева 
— — справа 
Устойчивость абсолютная 
— «в целом» 
— импульсных систем 
— Параметрическая 
Устройство счетно-решающее 
— управляемое 
— управляющее 
Фаза частотной характеристики 
Флюктуация 
Форма импульсивного сигнала 
— нормальная системы диффе- 

ренциальных урав- 
нений 

Формула Мейсона 
— Тропского



— Хинчина 
— Шеннона 
Формулы Виета 
Функционал обобщенный 
Функция булева 
— весовая 
— двухместная 
— единичная 
— — запаздывающая 
— — решетчатая — 
— корреляционная 
— — взаимная 
— логическая 
— описывающая 
— — нелинейности 
— Передаточная 
— — импульсной системы 
— Переключательная 
— распределения вероятностей 
— — — интегральная 
— решетчатая 
— — смещенная 
— характеристическая 
— цены ошибок 
Характеристика амплитудная 
— амплитудно-фазовая 
— — — второго рода 
— — — Первого рода 
— временная 
— импульсная 
— несимметричная 
— переходная 
— релейная 
— статическая 
— фазовая 
— частотная 
— — логарифмическая — ампли- 

тудная (ЛАХ) 

— — — —, крутизна 
— — трапецеидальная 
— — — типовая 
— — фазовая 
Ценность сообщения 
Центр 
Ценочка разомкнутая 
Цикл рыскания предельный 
Частота 
— квантования 
— относительная 
— сопрягающая 
— среза 
Часть приведенная непрерывная 

ПНЧ) 
Числа характеристические Выш- 

неградского 
Число отказов среднее 
Чувствительность 
Шаг квантования 
Шкала времени 
Шум 
Экономичность кода 
Элемент 
— И 
— ИЛИ 
— импульсный 
— — простейший (ПИЭ) 
— направленного действия 

— формирующий 
— чувствительный 
Энтропия 
— физическая 
Эффект экономический 
Ядро изображения 
Ящик черный
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